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内 容 简 介 


本 书 是 苏联 数学 界 普 及 数学 知识 的 一 部 名 著 。 全 书 共 二 十 章 , 分 三 郑 
出 版 ， 书 中 不 仅 综述 了 现代 数学 的 各 分 支 学 科 , 还 综述 了 数学 的 哲学 .历史 
发 展 及 其 在 物理 和 工程 续 术 方面 的 应 用 。 本 书 每 章 都 由 苏联 第 一 - 流 学 者 所 
写 , 有 很 高 的 学 术 水 平 ， 同 时 , 本 书号 得 深入 浅 出 , 只 要 具备 高 中 的 数学 知 
识 , 就 可 以 理解 。 在 努力 实现 四 个 现代 化 的 今天 ,这 部 书 必 将 帮助 我 国 广大 
读者 扩大 眼界 , 找到 解决 问题 的 数学 工具 。 本 卷 包括 四 章 , 内 容 是 数学 概 
观 ,数学 分 析 、 解 析 几 何 、 代 数 。 


本 书 可 供 大 学 数学 系 师 生 、 中 学 教师 、 具 有 高 中 以 上 文化 程度 的 学 生 、 
有 关 方面 的 科技 人 员 及 数学 爱好 者 阅读 
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重印 说 明 


数学 是 研究 现实 世界 的 空间 形式 和 数量 关系 的 科学 ， 它 在 自 
然 科学 和 技术 的 各 个 部 门 有 着 广泛 的 应 用 ， 对 人 类 认识 自然 和 改 
造 自然 起 着 重要 的 作用 。 近 年 来 , 随 着 科学 技术 的 迅速 发 展 , 数学 
的 研究 范围 不 断 地 扩大 , 内容 日 益 丰富 , 已 发 展 成 为 分 支 众多 的 放 
大 系统 、 由 于 数学 的 理论 具有 高 度 抽象 的 形式 ， 它 的 许多 较 新 的 
分 支 不 易 为 非 专业 的 人 员 所 理解 。 为 使 读者 能 在 较 短 的 时 间 内 用 


较 少 的 精力 获得 关于 、 现 状 及 发 展 的 基本 知识 ,苏联 的 
数学 家 们 编写 了 这 部 著作 


本 书包 括 数学 的 二 十 个 分 支 , 分 别 由 苏联 第 一 流 数 学 家 撰写 ， 
对 于 数学 的 各 个 分 支 . 内 容 及 方法 , 它们 赖 以 建立 的 基础 以 及 它们 
的 发 展 过 程 作 了 简明 而 系统 的 论述 。 书 中 并 阐述 了 数学 的 哲学 ， 
数学 的 发 展 对 科学 文化 的 影响 ， 以 及 数学 在 物理 和 工程 技术 方面 
的 应 用 .各 个 学 科 的 科学 家 及 工程 技术 人 员 都 会 在 本 书 中 找到 有 
用 的 内 容 , 而 对 于 一 些 年 青 的 数学 家 来 说 , 本 书 也 可 开 扩 其 眼界 ， 
使 他 们 了 解数 学 的 全 魏 . 

本 书 叙 述 由 浅 入 深 , 内 容 融 汇 贯 通 , 而 其 所 要 求 的 预备 知识 并 
不 很 多 , 只 要 具备 高 中 的 数学 知识 就 可 理解 本 书 的 大 部 分 内 容 . 

本 书 中 译本 于 五 十 年 代 末 出 版 ,受到 广泛 的 欢迎 , 至 今 仍 有 许 
多 读者 要 求 重印 . 因 纸 型 已 毁 , 现 据 原 译本 做 了 一 些 必要 的 修改 ， 
重新 排 印 . 

当然 ， 本 书 问世 已 有 二 十 余年 .在 这 期 间 ， 数 学 发 展 突 飞 猛 
进 ,有 许多 新 的 内 容 , 新 的 概念 ,本 书 未 能 包括 . 但 是 , 对 于 了 解数 
学 的 基本 内 容 和 历史 发 展 ， 本 书 仍 不 失 为 一 部 优秀 的 参考 读物 。 
至 于 想 要 了 解数 学 最 新 发 展 的 读者 , 可 参阅 其 他 有 关 著 述 . 
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第 二 卷 
常 微 分 方程 (B. 工 . 八 得 罗 夫 斯 基 著 ) 
偏 微分 方程 (C. 工 索 伯 列 夫 著 ) 
曲线 和 曲面 (A. 有. 亚历山大 洛 夫 著 ) 
变 分 法 (B. H. 克 雷 洛 夫 著 ) 
复 变 函数 《M. B. 凯 尔 迪 什 著 ) 
质数 (K.K. 马尔 德尔 扎 尼 十 维 里 著 》 
概率 论 (A. 阳 . 柯 尔 英 果 洛 夫 荐 ) 
函数 远近 法 (0. M, 尼 阅 尔 斯 基 著 ) 
近似 方法 与 计算 技术 (B. H. 克 雷 洛 夫 著 ) 
电子 计算 机 (C. A. 勒 贝 杰 夫 着 ) 

第 三 卷 
实 变 函 数 〈C. B. 斯 捷 奇 金 闭 ) 
线性 代数 1. 下, 法 德 杰 也 夫 着 ) 
抽象 空间 (A. 的 亚历山大 洛 夫 著 ) 
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原 序 


数学 , 由 于 实际 的 需要 在 古代 便 已 经 产生 了 , 现在 发 展 成 为 分 
支 众多 的 庞大 系统 ， 数学 正如 其 他 科学 一 样 , 反映 了 物质 实际 的 
规律 , 并 成 为 理解 自然 和 征服 自然 的 有 力 武器 ， 但 由 于 数学 本 身 
的 高 度 抽象 性 , 致使 它 的 新 的 部 门 比较 难为 非 专业 的 人 所 理解 . 正 
因为 数学 的 这 种 抽象 特征 ， 所 以 还 在 古代 便 产 生 了 认为 数学 与 物 
质 实际 无 关 的 唯心 概念 . 

在 编写 这 本 书 时 , 作者 们 是 从 这 样 的 共同 愿望 出 发 , 即 要 向 苏 
联 知识 界 的 相当 广大 的 阶层 介绍 每 个 数学 分 支 的 内 容 与 方法 ， 它 
的 物质 基础 及 发 展 道路 . 

读者 只 要 具备 中 等 学 校 数 学 课程 的 知识 就 能 阅读 本 书 ， 但 三 
卷 中 每 卷 材料 的 难 易 程度 是 不 一 致 的 ， 要 想 初步 认识 高 等 数学 的 
原理 , 可 读 前 面 几 章 ; 但 要 全 部 理解 以 后 各 章 , 则 需要 参考 相应 的 
教科 书 ， 对 全 书 而 言 , 则 基本 上 只 有 那些 在 运用 数学 分 析 方法 ( 微 
分 法 与 积分 法 ) 已 有 某 些 经 验 的 读者 才 容 易 理解 对 于 这 类 读 
者 一 一 自然 科学 与 工程 专业 界 人 士 及 数学 教师 一 一 引导 他 们 部 悉 
更 新 的 数学 分 支 的 那些 章节 是 特别 重要 的 . 

自然 , 要 在 一 部 书 里 概括 数学 研究 的 丰富 内 容 ( 即 使 是 它 几 个 
主要 方向 的 ), 是 不 可 能 的 , 因此 在 选材 方面 就 必须 有 某 些 自由 , 但 
总 的 说 来 ， 这 部 书 应 当 能 使 读者 对 近代 数学 的 情况 及 其 发 生 与 整 
个 发 展 的 前 景 大 致 有 一 个 概念 因此 在 一 定 程度 上 也 考虑 到 那些 
已 知道 书 中 所 用 的 事实 材料 的 基本 部 分 的 人 ， 这 本 书 当 能 帮助 我 
们 的 某 些 青年 数学 工作 者 消除 他 们 有 时常 有 的 某 些 眼 界 的 狭隘 
部. 

本 书 各 章 由 不 同 的 作者 写成 , 作者 的 姓名 分 载 于 目录 中 。 但 
作为 一 部 完整 的 著作 来 说 , 则 是 一 个 集体 劳动 的 产物 。 它 的 总 的 


“ve 


计划 、 材 料 的 选择 .各 章 文稿 的 内 容 , 都 经 过 集体 讨论 , 并 在 热烈 地 
交换 意见 的 基础 上 吉 以 改善 ， 苏 联 很 多 城市 的 数学 家 在 有 关 的 讨 
论 会 上 对 本 书 的 初稿 发 表 了 宝贵 的 意见 这些 意见 和 建议 ,作者 们 
都 兽 加 以 考虑 . 

一 部 分 作者 也 直接 参加 了 其 他 各 章 的 最 后 定稿 工作 ， 第 二 章 
的 绪论 部 分 基本 上 是 B. 也 杰 龙 涅 写 的 :ZX. 下 . 法 捷 耶 夫 积 极地 
参加 了 第 四 章 及 第 二 十 章 的 编写 工作 . 

除了 各 章 的 作者 外 , 还 有 以 下 同志 参加 了 工作 : J. B. 康 托 罗 
维 奇 写 了 第 十 四 章 第 四 节 , 0. A. 拉 得 任 斯 卡 慕 写 了 第 六 章 第 六 
节 ，A.T, 波斯 符 尼 可 夫 写 了 第 十 章 第 五 节 ，0. A. 俄 列 尼 吉 参加 
了 第 五 章 文稿 的 编写 工作 ，]0. B. 普罗 的 罗 夫 参 加 了 第 十 一 章 文 
稿 的 最 后 校订 工作 

B. A. 扎 尔 加 列 尔 写 了 第 一 、 二 、 七 及 十 七 等 章 的 若干 节 . 文 
入 的 最 后 校订 是 由 B. A. 扎 尔 加 列 尔 及 B.C. 维 金 斯 基 在 中. B, 洛 
果 效 金 娜 及 A， II, 列 奥 诺 娃 的 参与 下 完成 的 . 

插图 的 主要 部 分 是 由 忆 . I. 谢 金 绘制 的 . 

编辑 委员 会 
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第 一 章 数学 概观 


对 于 任何 一 门 科学 的 正确 概念 ， 都 不 能 从 有 关 这 门 科学 的 片 
断 知 识 中 形成 ,尽管 这 些 片断 知识 足够 广泛 。 还 需要 对 这 门 科 学 
的 整体 有 正确 的 观点 ， 需 要 了 解 这 门 科学 的 本 质 . 本 章 的 月 的 就 
是 给 出 关于 数学 的 本 质 的 一 般 酸 念 ， 为 了 这 个 目的 ， 没 有 很 大 必 
要 去 详细 考察 新 的 数学 理论 ， 因 为 这 门 科 学 的 历史 和 初等 数学 就 
已 经 提供 了 足够 的 根据 来 作出 一 般 的 结论 、 


§1. 数学 的 特点 


1. a 识 就 能 容易 地 察觉 到 数学 的 
些 特征 ; 象 性 , 第 二 是 精确 性 , 或 者 更 好 地 
ET 

抽象 性 在 简单 的 计算 中 就 已 经 表现 出 来 我 们 运用 抽象 的 数 
字 , 却 并 不 打算 每 次 都 把 它们 同 具 体 的 对 象 联系 起 来 ， 我 们 在 学 
校 中 学 的 是 抽象 的 冬 法 表 一 一 总 是 数字 的 乘法 麦 , 而 不 是 男孩 的 
数目 荣 上 苹果 的 数目 , 或 者 苹果 的 数目 习 上 苹果 的 价钱 等 等 . 

同样 地 在 儿 何 中 研究 的 , 例如 , 是 直线 , 而 不 是 拉 紧 了 的 绳子 ， 
并 且 在 几何 线 的 概念 中 舍弃 了 所 有 性 质 ， 只 留 下 在 一 定 方向 上 的 
伸 长 。 总 之 ,关于 几何 图 形 的 概念 是 舍弃 了 现实 对 象 的 所 有 性 质 
只 留 下 其 空间 形式 和 大 小 的 结果 . 

全 部 数学 都 具有 这 种 抽 象 的 特征 ， 关 于 整数 的 概念 和 关于 几 
何 图 形 的 概念 一 一 这 只 是 一 些 最 原始 的 数学 概念 、 之 后 才 古 其 他 
许多 达到 象 复数 、 函 数 、 积 分 、 微 分 、 泛 函 、 呈 维 甚 至 无 限 维 空 间 等 
等 这 样 抽象 程度 的 概念 . 这 些 概念 的 抽象 化 好 象 是 一 个 高 于 一 个 ， 
一 直 高 到 这 样 的 抽象 程度 ， 以 致 看 上 去 已 经 失去 了 同 生活 的 一 切 


sls 






联系 ， 以 致 “凡夫俗子 "除了 感到 “莫名其妙 " 以 外 什么 也 不 能 理 
解 , 

事实 上 情形 当然 不 是 这 样 ， 昌 说 维 空间 的 概念 的 确 非 常 抽 
象 , 但 它 却 有 完全 现实 的 内 容 , 丰 了 解 这 内 容 并 不 那么 困难 。 站 这 
本 书 里 将 要 特别 强调 和 解释 上 面 列举 的 那些 抽象 概念 的 现实 阁 
义 ， 并 且 使 读者 相信 这 些 概念 全 都 是 既 从 它们 自身 的 起 源 方面 也 
从 实际 应 用 方面 同 生活 联系 着 的 . 

不 过 , 抽象 并 不 是 数学 独 有 的 属性 , 它 是 任何 一 门 科学 乃至 全 
部 人 类 思维 都 具有 的 特性 。 因此 ， 单 是 数学 概念 的 抽象 性 还 不 能 
说 尽数 学 的 特点 . 

数学 在 它 的 抽象 方面 的 特点 还 在 于 ， 第 一 ,在 数学 的 抽象 中 
首先 保留 量 的 关系 和 空间 形式 而 售 奔 了 其 他 一 切 ， 第 二 , 数学 的 
抽象 是 经 过 一 系列 阶段 而 产生 的 ， 它 们 达到 的 抽象 程度 大 大 超过 
了 自然 科学 中 一 般 的 抽象 ， 我 们 将 以 数学 的 基本 概念 : 数 与 形 为 
例 来 详细 解释 这 两 点 ， 最 后 一 这 也 是 淳 人 注意 的 一 数学 本 身 
几乎 完全 周旋 于 抽象 概念 和 它们 的 相互 关系 的 图 子 之 中 。 如 果 自 
然 科学 家 为 了 证 明 自 己 的 论断 常常 求助 于 实验 ， 那 末 数 学 家 证 明 
定理 只 需 用 推理 和 计算 . 

当然 ,数学 家 们 为 了 发 现 自己 的 定理 和 方法 也 常常 利用 模型， 
物理 的 类 比 , 注意 许多 单个 的 十 分 具体 的 实例 等 等 。 所 有 这 些 都 
是 理论 的 现实 来 源 , 有 助 于 发 现 理论 的 定理 , 但 是 每 个 定理 最 终 地 
在 数学 中 成 立 只 有 当 它 已 从 带 辑 的 推论 上 严格 地 被 证 明了 的 时 
候 。 如 果 一 个 几何 学 家 报告 一 条 他 所 发 现 的 新 定理 时 , 只 限于 在 
模型 上 把 它 者 示 出 来 ， 那 么 任何 一 个 数学 家 都 不 会 承认 这 条 定理 
是 被 证 明了 ， 对 于 证 明 一 个 定理 的 要 求 从 中 学 的 几何 课程 中 就 可 
以 很 好 地 了 解 到 了 ， 这 种 村 求 贯穿 在 全 部 数学 中 。 我 们 可 以 极 精 
确 地 测量 成 千 个 等 腰 三 角形 的 底 角 ， 但 这 并 不 能 给 我 们 以 关于 等 
腰 三 角形 两 底 角 相 等 的 定理 的 数学 证 明 ， 数 学 要 求 从 几何 的 基本 
概念 推导 出 这 个 结果 (现在 在 几何 的 严格 叙述 中 基本 概念 的 性 质 
是 精确 地 者 述 在 公理 中 )。 并 且 总 是 这 样 的 , 证 胡 一 个 定理 对 于 数 

se 


学 家 来 说 就 是 要 从 这 个 定理 中 引用 的 那些 概念 所 固有 的 原始 性 质 
出 发 , 用 推理 的 方法 导出 这 个 定理 . 这样 君 来 , 不仅 数学 的 概念 是 
抽象 的 .思辨 的 , 而 且 数 学 的 方法 也 是 抽 夭 的 思辨 的 . 

数学 结论 本 身 的 特点 具有 很 大 的 到 辑 严 格 件 。 数 学 推理 的 进 
行 具有 这 样 的 精密 性 , 这 种 推理 对 于 每 个 只 要 异 得 它 的 人 来 说 , 都 
是 无 可 争辩 和 确定 无 蜂 的 ， 数 学 证 明 的 这 种 精密 性 和 确定 性 人 们 
从 中 等 学 校 的 课程 中 就 已 很 好 地 懂得 了 .数学 真理 本 身 也 是 完全 
不 容 争辩 的 。 难怪 人 们 党 说 :“ 像 二 乘 二 等 于 四 那样 的 证 明 ”… 
这 里 ， 数 学 关系 式 3x23=4 正 是 取 作 不 可 反驳 、 无 可 争辩 的 范 
例 ， 

但 是 数学 的 严格 性 不 是 绝对 的 , 它 在 发 展 著 ; 数学 的 原则 不 是 
一 劳 永 饥 地 爸 立 不 动 了 ， 而 是 变化 着 的 并 且 也 可 能 成 为 甚至 已 经 
成 为 科学 争论 的 对 象 . 

归根 到 底 ， 数 学 的 生命 力 的 源泉 在 于 它 的 概念 和 铺 论 尽管 极 


” 数学 应 用 得 非常 广泛 也 是 它 的 特 上 之 一 

第 一 ， 我 们 经 常 地 、 几乎 每 时 每 刻 地 在 生产 中 、 在 日 常生 活 
中 ,在 社会 生活 中 运用 警 最 普通 的 数学 概念 和 结论 , 其 至 并 不 意识 
到 这 一 点 。 例 如 ,我们 计算 日 子 或 开支 时 就 点 用 了 算术 , 而 计算 住 
宅 的 面积 时 就 运用 了 几何 学 的 结论 。 当然 , 这 些 结论 都 是 十 分 简 
单 的 , 不 过 , 记 起 这 一 点 是 有 益 的 : 在 古代 某 个 时 候 , 这 些 结论 曾 经 
是 当时 正在 昔 芭 中 的 数学 的 一 些 很 高 的 成 就, 

第 二 ， 如 果 没有 数学 , 全 部 现代 技术 者 是 不 可 能 的 ， 离开 或 
多 或 少 复杂 的 计算 , 也 许 任何 一 点 技术 的 改进 都 不 能 有 ; 在 新 的 技 
术 部 门 的 发 展 上 数学 起 着 十 分 重要 的 作用 . 

最 后 ， 几 乎 所 有 科学 部 门 都 多 多 少 少 很 实质 地 利用 着 数学 . 
“精确 科学 ”一 一 力学 , 天 文学 、 物 理学 、 以 及 在 很 大 的 程度 上 的 化 





毕业 的 人 都 早已 懂得 的 ), 都 在 发 展 自己 的 理论 时 广泛 地 运用 了 数 
学 工具 ， 没有 数学 ， 这 些 科学 的 进步 简 真是 不 可 能 的 . 因此 , 力 
学 、 天 文学 和 物理 学 对 数学 的 需要 恰好 也 总 是 在 数学 的 发 展 上 起 
了 直接 的 、 决 定性 的 作用 . 

在 其 他 科学 中 数学 起 着 较 小 的 作用 .但 是 就 在 这 些 领域 中 ， 
它 也 有 重要 的 应 用 ， 当然 , 在 研究 像 生物 现象 和 社会 现象 那样 复 
杂 的 现象 时 ， 数 学 方法 本 质 上 不 能 起 像 在 物理 学 中 所 能 起 的 那样 
的 作用 .数学 的 应 用 总 是 只 有 与 具体 现象 的 深 肇 理论 相 结合 才 有 有 
意义 , 在 这 些 现象 的 研究 中 尤其 如 此 。 记 住 这 一 点 是 很 重要 的 , 这 
样 才 不 臻 迷 感 于 毫 无 实在 内 容 的 公式 游戏 。 但 是 无 论 如 何 , 数学 
儿 乎 在 所 有 科学 中 ， 从 力学 到 政治 经 济 学 ， 都 有 着 这 样 那样 的 应 
用 . 

我 们 来 回忆 几 个 在 精确 科学 和 技术 中 特别 出 色 的 数学 应 用 的 
例子 . 

太阳 系 最 远 的 行星 之 一 的 海王 星 是 在 1846 年 在 数学 计算 的 
基础 上 被 发 现 的 ， 天 文学 家 阿达 姆 斯 和 勒 未 昧 分 析 丁 天 王 星 的 运 
动 的 不 规律 性 , 得 出 结论 说 ; 这 种 不 规律 性 是 由 其 他 行星 的 引力 而 
发 生 的 勤 未 累 根 据 力学 法 则 和 引力 法 则 计算 出 这 颗 行 星 应 该 位 
于 何 处 , 他 把 这 结果 告诉 了 观察 员 , 而 观察 员 果然 从 望远镜 中 在 勒 
未 累 所 指出 的 位 置 上 四 到 了 这 颗 星 ， 这 个 发 现 不 仅 是 力学 和 天 文 
学 特别 是 再 白 尼 体系 的 胜利 , 而 且 也 是 数学 计算 的 胜利 . 

另 一 个 同样 令 人 信服 的 例子 是 电磁 波 的 发 现 ， 英 国 物理 学 家 
马克 斯 威 尔 概括 了 由 实验 建立 起 来 的 电磁 现象 规律 ， 把 这 些 规律 
表述 为 方程 的 形式 ， 他 用 纯粹 数学 的 方法 从 这 些 方程 推导 出 可 能 
存在 着 电磁 波 并 且 这 种 电磁 波 应 该 以 光速 传播 敬 ， 根据 这 一 点， 
他 提出 了 光 的 电磁 理论 ,这 理论 以 后 被 全 面 地 发 展 和 论证 了 但 
是 , 除 此 以 外 ,马克 斯 威 尔 的 结论 还 推动 了 人 们 去 寻找 纯 叫 起 源 的 
电磁 波 , 例如 , 由 拔 动 放电 所 发 射 的 电磁 波 。 这 样 的 电磁 波 果 然 被 
赫 芝 所 发 现 、 而 不 久之 后 , 波 波 夫 就 找到 了 电磁 振 昔 的 激发 .发送 
和 接收 的 办 法 , 并 把 这 些 办 法 带 到 许多 应 用 部 门 , 从 而 为 全 部 无 线 

和 


电 技 术 莫 下 基础 。 在 已 成 为 公共 财富 的 无 线 电 的 发 现 中 ,纯粹 数 
学 推论 的 结果 也 起 了 巨 天 的 作用 、 

科学 就 是 这 样 从 观察 , 比如 观察 到 由 电流 而 引起 磁 针 偏转 , 进 
入 概括 ， 进 入 现象 的 理论 ， 进 入 规律 的 提出 以 及 它们 的 数学 表达 
式 ， 新 的 结论 从 这 些 规律 中 产生 ,而 最 后 ,理论 又 体现 在 实践 中 ， 
实践 也 给 予 理论 以 向 前 发 展 的 新 的 强 有 力 的 动力 . 

特别 值得 注意 的 是 ， 没 有 从 自然 科学 或 技术 方面 来 的 直接 推 
动 ,而 仅 从 数学 本 身 内 部 产生 的 最 抽象 的 数学 体系 , 甚至 也 有 极 有 
价值 的 应 用 ， 例 如 , 虚数 在 代数 中 出 现 了 , 在 很 长 一 段 时 间 中 它们 
的 实在 意义 却 没有 被 理解 ， 这 一 情况 可 以 从 它们 的 名 称 中 看 由， 
但 是 以 后 , 就 在 上 世纪 初 对 它们 给 予 了 几何 的 解释 ( 见 第 四 章 
§ 2), 从 而 虚数 在 数学 中 完全 站 住 了 , 并 且 建 立 了 复 变 数 (就 是 
w+yVM 一 工 形式 的 变数 ) 函数 的 广泛 理论 。 这 种 所 亩 “ 增 ” 变 数 的 
“ 磺 ” 函数 的 理论 完全 不 是 虚假 的 ， 而 是 解决 许多 技术 问题 的 很 现 
实 的 工具 . 比如 ,站 可 夫 斯 基 关 于 机 器 上 升力 的 基本 定理 正好 就 
是 以 这 个 理论 作为 工具 来 证 明 的 . 又 如 , 就 是 这 个 理论 在 解决 类 
坝 诊 水 问题 时 也 显示 了 它 的 用 处 ， 至 于 这 个 问题 的 意义 在 巨大 的 
水 电站 建设 时 代 是 很 显然 的 . 

非 欧 几 里 得 几何 是 另 一 个 同样 光辉 的 例子 9 它 是 从 欧 几 里 
得 时 代 起 的 几 千 年 来 人 们 想 要 证 明 平 行 公理 的 企图 中 , 也 就 是 说 ， 
从 一 个 只 有 纯粹 数学 趣味 的 问题 中 产生 的 . 罗 巴 切 夫 斯 基 创 立 了 
这 门 新 的 几何 学 , 他 自己 谨慎 地 称 之 为 “想象 的 ”因为 还 不 能 指出 
它 的 现实 意义 ,虽然 他 相信 是 会 找到 这 种 现实 意义 的 。 他 的 几何 
学 的 许多 结论 对 大 多 数 人 来 说 非但 不 是 “想象 的 ”, 而 且 简 直 是 不 
可 想象 和 莞 诞 的 。 可 是 无 论 如 何 罗 巴 切 夫 斯 基 的 思想 为 几何 学 的 
新 发 展 以 及 各 种 不 同 的 非 欧 几 里 得 空间 的 理论 的 建立 打下 了 基 
础 ; 后 来 这 些 思想 成 为 广义 相对 论 的 基础 之 一 , 并 且 由 维 空间 非 欧 
几 里 得 几何 的 一 种 形式 成 了 广义 相对 论 的 数学 工具 。 于 是 , 至 少 

了 我 们 只 在 这 里 指出 这 个 例子 ,不 先行 解 和 ,读者 可 以 在 第 三 卷 第 十 七 章 找 到 这 

个 例子 的 解 用 。 








看 来 是 不 可 理解 的 抽象 数学 体系 成 了 一 个 最 重要 的 物理 理论 发 展 
的 有 力 工具 .同样 地 , 在 原子 现象 的 近代 理论 中 , 在 所 渭 量子 力学 
中 , 实际 上 都 运用 着 许多 高 度 抽象 的 数学 概念 和 理论 , 比如 , 无 限 
维 空间 的 概念 等 等 . 

不 必 陷 于 例子 的 列举 我 们 已 经 足够 地 强调 了 数学 在 日 常生 
活 实 蜡 中 , 在 技术 中 , 在 科学 中 都 有 最 广泛 的 应 用 , 并 且 只 从 数学 
本 身 内 部 生长 起 来 的 理论 在 精确 科学 和 许多 技术 问题 中 也 有 其 应 
用 .除了 数学 的 抽象 性 、 严 格 性 和 它 的 结论 的 确定 性 以 外 ,数学 的 
另 一 个 特征 便 是 如 此 . 

2， 注意 了 所 有 这 些 数学 的 特点 , 我 们 当然 还 没有 阐明 数学 的 
本 质 , 姓 宁 说 只 是 指出 了 数学 的 外 表 特征 . 问题 在 于 要 解释 这 些 
特点 ， 为 此 至 少 应 该 回答 下 列 问题 : 

抽象 的 数学 概念 反映 什么 东西 ? 换 名 话说, 数学 的 现实 对 象 
是 怎样 的 ? 

为 什么 气象 的 数学 结论 如 此 令 人 确信 无 疑 ， 而 原始 的 概念 叉 
如 此 显然 ? 换 句 话说 , 数学 方法 的 基础 是 什么 ? 

为 什么 数学 尽管 如 此 抽象 , 却 有 最 广泛 的 应 用 , 而 不 是 空洞 的 
抽象 把 戏 ? 换 句 话说, 数学 的 意义 从 何 而 来 ? 

最 后 , 什么 样 的 力量 推动 数学 发 展 , 使 它 把 抽象 性 和 应 用 的 广 
泛 统一 起 来 ? 换 句 话说 , 数学 发 展 过 程 的 内 容 是 什么 ? 

园 答 了 这 些 问题 , 我 们 就 可 以 得 到 关于 数学 的 对 象 , 关于 它 的 
方法 的 根据 , 关于 它 的 意义 和 发 展 的 一 般 概念 , 也 就 是 说 抓 住 了 它 
的 本 质 . 

唯心 主义 者 和 形而上学 者 们 不 但 在 解 次 这 些 问题 方面 陷于 混 
乱 , 而 且 简 直 是 把 数学 翻转 过 来 完全 加 以 焉 曲 。 例 如 , 看 到 数学 结 
论 的 高 度 抽象 性 和 明确 性 , 唯心 主义 者 们 就 想象 说 , 数学 是 从 纯粹 
思维 中 产生 的 . 

事实 上 数学 没有 给 唯心 主义 和 形而上学 以 任何 根据 恰好 相 
反 , 客 观 地 考察 一 下 全 部 数学 的 关系 和 发 展 , 它 正 可 以 给 辩证 唯 约 
主义 提供 又 一 人 光辉 明证 ， 并 且 每 一 步 都 反驳 了 唯心 主义 和 撒 而 


上 学 .我们 只 要 试图 从 最 一 般 的 特点 上 来 回答 前 面 所 提出 的 关于 
数学 本 质 的 问题 ,就 会 相信 这 一 点 的 。 我 们 也 相信 对 于 这 些 问题 
的 答案 已 经 包含 在 由 马克 思 主 义 经 典 作家 所 建立 的 关于 数学 以 及 
关于 科学 和 认识 一 般 的 本 质 的 原理 中 了 为 了 预先 解释 这 些 问题， 
考察 一 下 算术 和 初等 几何 的 基础 就 够 了 .我 们 就 要 开始 讨论 它 
们 ， 进一步 深入 到 数学 中 去 ， 当 然 可 以 加 深 和 发 展 已 经 得 到 的 结 
论 , 但 无 论 如 何不 会 改变 这 些 结论 . 


8$2. 算 术 


1， 关 于 数 的 概念 (我 们 现在 说 的 只 是 正 整 数 ) 一 一 这 个 我 们 
如 此 习惯 的 概念 ,形成 却 很 慢 ， 我 们 根据 不 久 以 前 还 处 于 原始 公 
社 制度 各 个 不 同 阶段 的 那些 民族 进行 计算 的 情况 就 可 以 判定 这 一 
点 ， 有 些 民族 甚至 还 没有 大 于 二 或 三 的 那些 数 的 名 称 , 有 些 民 族 
虽然 还 可 以 往 下 多 数 几 个 数 , 但 无 论 如 何 还 是 很 快 就 完结 了 , 他 们 
把 较 大 的 数 简单 地 称 作 “ 许 多 ”或 “无 数 地 ”。 由 此 可 见 明 显 地 划分 
再 来 了 的 各 个 数 是 人 们 逐渐 地 积累 起 来 的 . 

起 初 ,人 们 没有 数 的 概念 , 即使 他 们 能 够 用 自己 的 方式 判断 出 
在 实践 中 迪 到 的 这 一 物体 集合 或 那 一 物体 集合 的 大 小 . 应 该 认为 ， 
数 已 被 他 们 直接 了 解 为 物体 集合 的 不 可 续 的 性 质 ， 但 是 他 们 还 没 
有 明显 地 把 数 分 离 出 来 ， 我 们 已 经 这 样 地 习惯 于 计算 , 以 至 不 见 
得 能 表明 它 , 却 可 以 理解 它 ?. 

在 更 高 的 发 展 阶段 上 , 数 已 被 指明 为 物体 集合 的 性 质 , 但 是 还 
没有 把 它 当 作 “ 抽 象 的 数 ”, 当 作 间 具体 物体 无 关 的 一 般 的 数 而 与 
物体 集合 分 离开 来 , 这 可 以 从 有 些 民 族 给 予 数 的 名 称 中 看 出 来 , 例 
如 “ 手 "就 是 五 “整个 人 ”就 是 二 十 等 等 .这 里 五 不 是 抽象 地 客 理 


了 因为 , 任 一 物体 集合 , 比如 有 一 群 绵 羊 或 者 一 堆 木 上 ， 可 以 从 其 全 部 具体 性 及 
复杂 性 中 直接 邮 被 感觉 出 来 ,而 从 其 中 分 离 出 个 别 性 质 和 关系 则 是 经 过 一 定 分 析 的 结 
果 ， 原始 的 思 纵 还 不 能 作出 这 样 的 分 折 , 而 只 是 整体 地 看 符 客 体 ， 正 如 一 个 不 懂 音 乐 
的 人 欣 党 音乐 作品 ,分 不 出 其 中 细致 的 旋律 \ 曲 词 等 等 , 伍 一 个 音乐 家 益 至 能 够 很 容易 
地 分 析 复 杂 的 交响 乐 。 


7。 


解 , 而 是 简单 地 理解 为 “就 是 象 手 上 的 措 头 那 样 多 ”而 二 十 被 理解 
为 "就 是 象 一 个 人 身上 所 有 的 手指 和 脚背 那样 多 ”等 等 ， 这 和 有 些 
民族 还 没有 比如 “黑色 的 ”、“ 坚 硬 的 ”、“ 贺 的 "等 等 概念 的 情形 完全 
一 样 ， 为 了 说 明 一 个 物体 是 黑色 的 , 他 们 把 它 , 例如 与 老 牙 比较; 
而 为 了 说 天 有 五 个 东西 ,他 们 就 把 这 些 东 西 直 接地 与 手 比 较 ， 党 
常 是 这 样 , 即 数 有 不 同 的 名 称 , 用 子 不 同 种 类 的 物体 ,一 些 是 用 来 
计算 人 的 , 另 一 些 是 用 来 计算 船只 的 等 等 , 共 达 歼 十 种 不 同 的 数 . 
这 里 不 是 抽象 的 数 ， 这 些 有 名 数 " 好 象 是 分 别 属于 一 定 种 类 的 物 
体 的 ， 有 一 些 民族 根本 没有 数 的 独立 名 称 , 例如 没有 “三 " 字 , 但 是 
他 们 能 够 说 “ 刁 个 人 ”, 在 “三 处 地 方 "等 等 

正如 我 们 常常 说 这 个 或 那个 物体 是 黑色 的 , 但 是 很 少 说 “中 ” 
本 身 , 因为 这 个 概 售 比 较 抽 象 *， 

物体 的 数目 是 物体 的 某 个 集合 的 性 质 ， 数 本 身 , 换 名 话说 即 
“抽象 的 数 ”, 是 一 种 脱离 了 具体 物体 集合 的 象 “ 黑 ”、“ 坚 硬性 ”等 屠 
样本 身 已 经 可 以 设想 的 性 质 ， 就 象 早 是 具有 煤 的 颜色 的 各 种 物体 
的 公有 性 质 一 样 , 数 “ 五 " 是 所 有 包含 象 手 上 的 指头 那样 多 个 物体 
的 集合 的 公有 性 质 ， 于 是 等 数 性 由 简单 的 比较 建立 起 来 了 , 取出 
集 全 的 一 个 物体 ,我 们 就 弯 一 个 手指 头 ,就 这 样 地 用 手指 头 一 个 个 
数 出 它们 。 完全 不 利用 数 , 就 用 把 两 个 集合 的 物体 逐一 比较 的 办 
法 一 般 地 即 可 以 断定 它们 的 物体 数 是 否 相等 ， 例 如 , 客人 入 座 了 ， 
没有 作 任 何 计算 , 可 是 如 果 女 主人 少 所 了 一 付 客 具 , 她 却 能 很 容易 
地 查 出 来 , 因为 一 个 客人 还 没有 餐具 . 

.六 样 一 来 可 以 提出 数 的 下 述 定义 ;每 一 个 单个 的 数 , 名 “一 、 





关于 物体 性 质 的 概念 , 比如 物体 的 颜色 或 数目 ,其 形成 过 程 ,可 以 分 成 三 个 防 
段 ， 当然 这 些 阶 段 的 划分 也 不 能 太 严格 、 在 第 一 阶段 , 性 质 是 由 物体 的 直接 比较 确定 
的 : 就 是 象 老 炮 这 个 样子 ; 就 是 象 手 上 的 指头 永 样 多 。 在 第 二 阶段 , 出 现 了 形 客 调 : 中 
色 的 石头 , 局 祥 地 出 现 了 数 词 : 五 栋 覆 等 等 。 在 第 三 脸 及 , 作 质 脱 高 了 物体 ,可 以 变 成 
为 性 质 “ 本 身 ” 象 “ 膨 ”, 象 被 登 的 获 “ 五 ”等 等 、 


-BB, 


为 了 要 发 现 这 种 共同 性 质 , 并 且 把 它 明 显 地 分 出 来 , 也 就 是 为 
了 建立 这 个 数 或 那个 数 的 概念 并 给 于 它 名 称 象 "六 "十 "等 等 ,就 
必须 在 不 少 物 体 集合 之 辣 进 行 比较 人们 世 世 代 代 地 进行 计算 , 千 
百 万 次 地 重复 这 同一 种 运算 ， 于 是 在 实践 中 发 现 了 数 及 数 之 问 的 
关系 . 

2. 对 于 数 进行 计算 、 运 算 , 也 正 是 对 具体 物体 作 实在 计算 的 
反映 ， 这 也 可 以 从 数 的 名 称 中 明显 地 看 出 。 例 如 , 有 些 印第安 人 
把 数 “ 二 十 六 ”说 成 “我 们 在 两 个 十 上 面 加 上 六 ”。 显然 , 这 里 反映 
出 计算 物体 的 具体 方法 ， 尤 其 明显 的 是 数 的 加 法 相当 于 把 两 个 或 
多 个 物体 集合 堆放 在 一 起 成 为 一 个 总 合 ， 同 样 地 容易 多 出 减法 、 
乘法 和 除法 的 具体 意义 (特别 是 乘法 , 可 以 看 出 它 的 产生 无 非 是 由 
于 把 两 个 或 三 个 或 更 多 的 相同 的 集合 加 起 来 ). 

在 计算 过 程 中 , 人 人 加 不仅 发 现 和 掌握 了 单个 的 数 之 间 的 关系 ， 
比如 , 二 加 三 等 于 五 ,并且 还 逐渐 地 建立 起 一 般 规律 .在 实 跋 中 发 
现 ; 各 数 与 几 个 元 加 数 的 硕 序 无 关 , 也 就 是 对 一 定 物 体 计算 的 结果 
与 这 计算 按 怎样 的 顺序 进行 无 关 (后 面 这 种 情形 具体 表现 在 “ 序 ” 
数 与 “ 量 ” 数 相 一 致 ; 第 一 、 第 二 等 等 与 一 、 二 等 等 相 一 致 )、 因 此 数 
不 是 一 个 个 无 关 的 而 是 处 在 相互 关联 之 中 . 

一 个 数 在 其 名 称 及 守 法 上 甚至 可 通过 其 他 数 表 示 出 来 . 例如 ， 
“二 十 "表示 "一 个 十 ”按照 法 文 ,80 一 “四 -二 十 "(qnatrevingb， 
9 一 一 四 -二 十 -十 ”， 又 如 ， 罗 马 数字 VIIL IX 表示 8~5+3, 
9~10—1. 

总 之 , 不单 是 产生 了 一 些 单个 的 数 , 而且 产生 了 具有 一 定 关系 
和 规律 的 数 的 系统 . 

算术 的 对 象 正 是 具有 一 定 关系 和 规律 的 数 的 系统 ?。 单个 的 
抽象 数 本 身 不 具有 那 种 包含 很 多 内 容 的 性 质 , 关于 它 , 一 般 地 没有 
多 少 可 说 的 ， 如 果 我 们 间 , 比如 , 数 6 的 性 质 , 那 末 可 以 指出 
6 一 5+1, 6~8*2 以 及 6 是 30 的 因子 等 等 ， 但 是 这 里 教 6 处 处 与 

DD “ 供 林 ” (Apwjwerasa) 这 个 字 起 请 于 关 甘 字 “ 计 算 的 艺术 ”人 "Appjoe' 一 一 
数 ，“Teraw 一 艺术 )。 
本 


其 他 数 关联 着 >, 因此 ,这 个 数 的 性 质 正 是 在 它 同 其 他 数 的 关系 之 
中 。 尤 其 明显 的 是 , 任 一 种 算术 运算 都 确定 数 之 间 的 一 种 联系 ,或 
者 换个 说 法 , 确定 数 之 间 的 一 种 关系 . 

，” 因此 , 算术 研究 的 是 数 之 间 的 关系 。 但 是 数 之 间 的 关系 是 物 
体 集合 之 间 的 现实 的 晤 的 关系 的 抽象 形态 , 所 以 我 们 可 以 说 : 算术 
是 关于 更 交 的 量 的 关系 的 各 学 但 是 这 种 关系 是 抽象 的 ， 也 就 是 说 


算术 ， 正如 我 们 所 春 到 的 ， 不 是 象 唯心 主义 者 们 企图 捍 造 的 那 
样 从 纯粹 思维 中 产生 出 来 的 , 而 是 反映 现实 物体 的 特定 的 性 质 ; 它 
是 由 于 许多 世代 的 长 期 实际 经 验 而 产生 的 . 

8 社会 实践 念 是 宽广 和 复杂 , 它 就 提出 愈 广泛 的 任务 ， 不 但 
需要 指出 物体 的 量 并 以 关于 它们 的 数 的 思想 来 霉 示 ， 这 就 已 经 机 
京 形成 数 的 概念 和 数 的 名 称 ， 而 且 需 要 学 习 计算 所 有 较 大 的 集合 
(比如 性 青 群 ,交换 物 、 到 指定 期 限 前 的 天 数 等 等 ), 要 把 计算 的 结 
果 确 定 下 来 和 告诉 别人 ， 这 就 正 是 要 求 数 的 名 称 以 及 数字 符号 更 
加 完善 . 

看 来 从 文字 产生 之 初 就 开始 引进 的 数字 符号 在 算术 的 发 展 上 
起 了 巨大 的 作用 。 并 且 这 是 引进 一 般 数学 符号 和 公式 的 第 一 步 , 
下 一 步 , 即 引进 算术 运算 的 符号 和 未 知 数 的 字母 符号 (pz)， 则 是 很 
晚 才 完 成 的 . 

数 的 概念 , 象 任何 抽象 概念 一 样 , 没有 一 种 直接 的 模 改 , 不 能 
把 它 类 示 出 来 , 只 能 加 以 思索 ， 但 是 思想 是 在 语言 中 形成 的 , 所 以 
没有 名 称 也 就 没有 概念 。 符 号 也 就 是 名 称 , 只 不 过 是 无 声 的 , 而 且 
是 书写 出 来 的 , 它 把 思维 在 能 看 见 的 形式 上 再 现 出 来 .例如 , 如果 
我 说 "七 ,你 想象 什么 呢 ? 大 概 不 是 七 个 什么 样 的 物体 ,而 首先 是 
数字 “7”, 它 成 为 抽象 数 “七 ”的 物质 的 外 过， 又 如 , 18273 这 样 一 
TD 也 可 以 从 入 一 般 的 说 法 中 畦 解 这 一 点 。 任 一 种 拉 离 了 具体 基 础 的 拍 象 一 一 例 
如 数 就 舍 痉 了 具体 的 物体 集合 一 “本 号 "是 没有 意义 的 ， 它 只 存在 于 与 其 他 概念 的 关 
系 中 这些 关系 已 经 包含 在 某 种 说 明 中 ,也 包含 在 很 不 完全 的 定义 中 . 抠 开 这 些 关 系 ， 


它 就 失去 内 容 和 意义 ， 也 就 是 说 ,要 本 不 有 在， 近 象 数 汶 若 礼 的 内 容 包 含 在 数 的 系统 
的 规律 和 关系 中 。 


"10。 





个 数 , 显然, 说 出 它 比 写 出 它 更 难 , 并 且 已 经 不 可 能 完全 准确 地 想 
象 出 物体 集合 的 模型 。 所 以 ， 符 号 可 以 帮助 建立 那样 一 些 不 能 从 
简单 的 观察 和 直接 计算 中 发 现 的 数 的 概念 ， 虽 然 不 是 一 下 子 就 可 
以 做 到 .在 这 方面 有 很 实际 的 必要 性 : 由 于 国家 的 出 现 , 就 需要 征 
收 捐 税 , 征集 军队 并 装备 军队 等 等 , 就 要 求 对 很 大 的 数字 作 运 算 . 

因此 , 第 一 , 数字 符号 的 作用 就 在 于 它们 给 出 了 抽象 数 概念 的 
简单 的 具体 化 身 ?。 数学 符号 的 作用 一 般 也 就 是 这 样 : 它们 给 出 
了 抽象 数学 概念 的 具体 化 身 . 例如 “十 "表示 相 加 ，x 一 一 未 知 数 ， 
4 一 其 一 个 定数 等 等 、 第 二 , 数字 符号 给 出 了 非常 简单 地 实现 各 
种 数字 运算 的 可 能 性 。 淮 都 知道 ,“ 笔 算 ” 比 “心算 ”容易 、 数 学 符 
号 和 公式 一 般 也 有 这 样 的 意义 ， 他 们 使 得 用 计算 即 用 一 种 几乎 是 
机 械 的 动作 来 代替 一 部 分 推理 成 为 可 能 , 而 且 , 如 果 计算 过 程 被 书 
写 下 来 , 它 已 有 一 定 的 可 靠 性 .这 里 一 切 都 大 得 见 ,一切 都 可 以 检 
验 ,一 切 都 由 精确 的 规则 所 确定 ， 为 了 举例 , 可 以 回想 起 “ 进 点 ”” 
的 加 法 或 任 一 种 代数 变换 , 比如 “ 移 项 到 等 式 另 一 边 并 变 号 ”. 

从 上 而 所 讲 的 可 以 看 出 ， 如 果 没 有 合适 的 数字 符号 就 不 能 将 
算术 推 向 前 进 。 尤 其 是 如 果 没 有 专门 的 符号 和 公式 简直 就 不 可 能 
有 现代 数学 . 

自然 , 人 们 远 不 是 很 快 就 能 够 建立 起 现代 的 、 这 样 方便 的 数字 
书写 法 . 从 声 时 候 起 各 民族 随 着 文化 的 启 涂 出 现 了 各 种 数字 符号 ， 
但 是 这 些 符 号 不 仅 在 图 祥 方 面 而 且 在 许多 原则 方面 都 很 少 和 我 们 
现在 的 符号 相 象 ; 例如 , 并 不 是 处 处 都 用 十 进位 系统 (比如 , 在 古巴 
比 仑 十 进位 系统 和 六 十 进位 系统 是 混用 的 )。 在 附 表 上 提供 了 一 

1) 全 得 注意 的 是 ,如 我 们 所 看 到 的 , 关于 数 的 概 会 是 这 样 困难 地 经 过 很 长 时 同 才 
建立 起 来 , 而 现在 这 概念 连 小 防 都 很 容易 菜 据 了 。 为 什么 呢 ? 首先 ,当然 是 因为 小 孩 
听 灵 和 着 见 大 人 怎样 经 常 不断 地 运用 数字 , 于 是 他 们 也 跟着 学 会 了 。 其 次 是 因为 一 


这 -点 正 是 我 们 要 注意 的 一 一 小 态 已 有 现成 的 字 和 数字 符号 ,他 们 先 学 会 了 数 约 外 
形 ,然后 才 上 掌握 它 的 意思 。 
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十 路 
2) ” 进 点 ”是 在 作 加 法 时 为 了 不 忘 进位 而 常用 的 一 个 方法 . 鲍 如 一 在 6 与 
8 的 下 面 写 上 4 再 在 它 前 面 注 一 小 点 表示 要 进 一 位 ， 一 一 译 者 注 
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些 不 同 民族 的 数字 符号 作为 例子 ， 其 中 , 我 们 看 到 , 古 希 腊 人 ,以 
后 还 有 俄罗斯 人 用 的 是 字母 符号 。 我 们 现代 的 “阿拉 伯 ” 数 字 和 和 数 
字 书 写 的 一 般 方 法 是 起 源 于 印度 的 ， 十 世纪 时 阿拉 伯 人 把 它们 从 
印度 传 入 欧洲 , 在 欧洲 经 历 好 几 个 世纪 最 终 地 固定 了 下 来 , 

我 们 的 符号 系统 的 第 一 个 特点 在 于 它 是 十 进位 系统 .但 是 这 
一 特点 不 是 十 分 重要 的 ,因为 也 可 能 很 成 功 的 采用 , 比如 说 十 二 进 
位 系统 , 这 时 只 须 引进 十 和 十 一 的 竺 别 符号 就 行 了 . 

我 们 的 符号 系统 的 主要 特点 在 于 它 是 “位 置 的 ”系统 , 就 是 说 
在 这 种 符号 系统 中 ， 同 一 个 数字 由 于 它 所 在 位 置 不 同 而 有 不 同 的 
值 ， 例 如 , 在 873 这 个 符号 中 ,数字 3 表示 三 百 , 而 7 表示 七 十 . 
这 种 书写 方法 不 但 简短 ,而 且 大 大 地 便于 计算 . 罗马 符号 就 没有 这 
样 方便 ; 同一 个 数 872 的 罗马 写法 是 : OOOLXXIL 而 乘 上 一 个 较 
大 的 数 , 按 罗马 写法 就 非常 不 方便 . 

数字 的 位 置 书写 法 要 求 用 某 种 方法 表明 某 一 位 是 缺 位 ， 因 为 
如 果 不 表明 它 ,我 们 将 会 把 比如 , 三 百 零 一 和 三 十 一 混 汪 起 来 ， 在 
缺 位 处 放 上 一 个 零 ， 我 们 就 可 以 区 分 301 和 31， 在 后 期 的 巴 比 仑 
棉 形 文字 中 已 经 出 现 了 零 的 萌芽 形式 ， 系 统 地 引进 零 则 是 印度 人 
的 成 就 "这 个 成 就 使 得 印度 人 有 可 能 贯彻 我 们 现在 所 用 的 数字 
书写 的 位 置 系 统 

但 是 这 种 情形 很 少 ， 把 零 引 进 数 的 系统 中 , 它 也 或 为 一 个 数 . 
零 本 身 训 是 什么 也 没有 一 一 在 梵文 中 〈 古 印度 文 ) 它 被 称 为 : “ 空 
的 ”(giinga)， 但 是 在 和 其 他 数 的 关系 中 零 获得 了 内 容 , 获得 了 一 
定 的 性 质 , 例如 任何 一 个 数 加 上 零 仍 等 于 这 个 数 , 但 加 上 零 就 等 于 
稚 了 

4. 现在 回 到 古代 算术 .流传 到 现在 的 最 古老 的 已 比 仑 和 埃 
及 数学 书本 要 追 潮 到 纪元 前 一 千 多 年 以 前 ， 在 这 些 书本 和 有 一 些 
较 退 的 书本 里 包含 了 各 种 各 祥 的 算术 问题 并 带 有 妊 答 ， 其 至 于 还 
有 象 解 某 些 二 次 甚至 三 次 的 方程 或 者 级 数 这 样 一 些 现在 属于 代数 

了 ) 记载 有 竺 的 最 初 的 印度 人 手稿 是 九 世纪 未 的 ,其 中 写 有 370 这 个 数字 , 眼 我 们 
用 的 符 导 完 全 一 样 。 但 是 , 竺 的 引进 在 印度 大 概 还 要 早 一 些 一 一 在 六 世纪 的 时 候 . 


3。 





范围 的 问题 (当然 , 所 有 这 些 都 是 出 现在 具体 问题 和 数字 的 例子 
中 )。 从 巴 比 仓 流 传 到 现在 的 还 有 数字 的 平方 才 、 立 方才 和 倒数 
表 ， 有 人 推测 ， 那 时 已 经 积累 起 一 些 与 实际 问题 没有 直接 关系 的 
数学 兴趣 . 

不 管 怎样 ,算术 在 古巴 比 仓 和 埃及 得 到 了 很 好 的 发 展 。 但 是 
它 还 不 是 关于 数 的 数学 理论 ， 而 是 各 种 计算 规则 和 各 种 问题 的 解 
答 的 汇集 ， 这 样 , 现在 在 初级 中 学 讲授 的 算术 , 能 使 所 有 不 专门 从 
事 数 学 的 人 也 都 了 解 。 这 是 完全 合理 的 , 不 过 算术 在 这 种 形式 上 
终究 还 不 是 数学 理论 , 因为 其 中 没有 关于 数 的 普遍 定理 . 

向 理论 算术 的 过 渡 是 逐渐 进行 的 . 

我 们 已 经 讲 过 符号 给 出 了 运用 大 数 的 可 能 性 ， 这 些 大 数 已 经 
无 法 一 目 了 然 地 表示 物体 集合 的 形式 ， 也 无 法 从 一 开始 依 序 地 数 
到 它们 ， 如 果 一 些 未 开化 民族 的 数字 到 8, 10, 100 等 就 中 断 了 ， 
而 把 再 大 些 的 数字 统统 叫 作 不 确定 的 “许多 ”, 那 末 在 中 国 、 巴 比 仑 
和 埃及 , 符号 已 提供 了 有 超过 万 甚至 百 万 以 上 的 数 的 可 能 性 ， 这 
里 就 已 显示 出 数列 无 限 延 续 下 去 的 可 能 性 ， 但 是 人 们 不 是 很 快 就 
明确 意识 到 它 的 , 究竟 是 在 什么 时 镁 ,我 们 现在 也 弄 不 清楚 ， 阿 基 
米 德 (纪元 前 287 一 212 年 ) 早 在 他 卓越 的 著作 < 数 砂 法 » 中 就 指明 
了 命名 大 量 砂 粒 的 数目 的 方法 , 这 些 砂 多 到 可 以 填 满 恒星 大 球 , 命 
名 和 书写 这 样 一 种 数 的 可 能 性 在 当时 还 需要 很 详细 的 解释 . 

希腊 人 在 纪元 前 三 世纪 就 已 经 明确 意识 到 两 种 重要 思想 ， 首 
先是 , 数列 可 以 无 限 地 延续 下 去 , 其 次 是 , 不 但 可 以 运用 任何 给 定 
的 数 ,而 且 还 可 以 讨论 一 般 的 数 ,建立 和 证 明 关 于 数 的 普遍 定理 ， 
这 是 前 人 大 量 运用 具体 数 的 经 验 的 概括 ， 正 是 从 这 个 经 验 中 表现 
出 关于 数 一 般 讨论 的 普遍 规律 和 方法 . 于 是 产生 了 向 更 高 程度 抽 
象 的 过 滤 : 从 单个 给 定 的 (虽然 也 是 抽象 的 ) 数 过 渡 到 一 般 的 数 , 到 
任何 可 能 的 数 

我 们 用 对 已 有 的 数 加 上 一 的 方法 就 从 逐一 计算 物体 的 简单 过 
程 继而 得 到 数字 形成 的 无 限 过 程 的 观念 . 数列 已 被 认为 是 可 以 无 
限 地 延续 下 去 的 , 随 之 在 数学 中 出 现 了 无 限 这 个 概念 ， 当然 ,我们 
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实际 上 不 能 用 逐个 加 一 的 方法 得 到 数列 中 任意 大 的 数 ， 因 为 纵使 
把 一 百年 的 时 间 压 缩 得 几乎 比 一 秒 钟 的 四 十 分 之 一 还 短 ， 谁 又 能 
数 到 一 万 亿 呢 ? 但 是 问题 不 在 这 里 .一 的 逐个 选 加 过 程 , 任意 大 
的 物体 集合 的 形成 过 程 原则 上 是 无 腿 的 , 就 是 说 , 存在 着 数列 无 限 
延续 下 去 的 潜在 可 能 性 ， 对 计算 的 实际 局 限 性 这 里 不 予 考 起 ， 关 
于 数 的 普遍 定理 已 经 涉及 到 这 个 可 以 无 限 延 续 下 去 的 数列 . 

关于 任何 数 的 某 一 种 性 质 的 普 饮 定理 已 经 隐 讳 地 包含 了 关于 
单个 数 的 性 质 的 无 限 多 的 判断 ， 它 在 质 上 上 比 某 些 可 以 对 单个 数 进 
行 检验 的 特 称 判断 更 丰富 , 因此 , 普 避 定理 必须 要 用 从 数列 形成 规 
律 本 身 出 发 的 一 般 推理 方法 来 加 以 证 明 . 这 里 揭露 了 数学 的 深刻 
特点 : 数学 不 但 以 一 些 给 定 的 量 的 关系 作为 自己 的 对 象 , 而且 还 以 
一 般 的 可 能 的 量 的 关系 , 也 即 以 无 限 性 作为 自己 的 对 象 . 

在 纪元 前 三 世纪 和 写成 的 著名 的 网 几 里 得 的 原本 ”一 书 中 , 已 
有 许多 关于 正 整数 的 普遍 定理 ， 特 别 是 有 一 条 关于 一 定 存 在 着 任 
章 大 的 素数 的 定理 ?. 

于 是 算术 变 为 数 的 理论 ， 它 已 经 会 弃 了 具体 的 局 部 的 问题 而 
进入 抽象 概念 和 推理 的 范围 ， 它 成 为 "纯粹 "数学 的 一 部 分 ， 更 正 
确 地 说 ， 它 也 是 具有 在 第 一 节 中 讲 过 的 全 部 特点 的 纯粹 数学 本 身 
诞生 的 契机 ， 诚 然 , 应 该 指出 ,纯粹 数学 是 同时 从 算术 和 几何 中 产 
生 的 。 此外, 在 算术 的 一 般 法 则 中 已 有 代数 的 萌芽 , 代数 以 后 从 算 
术 中 分 离 出 来 。 关于 这 一 点 我 们 下 面 将 要 讲 到 . 

现在 只 剩 下 对 我 们 的 全 部 结论 作出 总 结 了 ， 因 为 我 们 虽然 是 
很 入 洽 地 ， 但 毕竟 是 研究 了 从 数 的 概念 萌芽 开始 的 理论 算术 的 户 : 

6。 因为 理论 算术 的 产生 是 数学 产生 的 一 部 分 , 所 以 很 自然 地 
可 以 期 望 我 们 关于 算术 的 许多 结论 也 能 用 来 说 明 关 于 一 般 数学 的 
普遍 问题 、 我 们 在 这 里 重新 提出 这 些 问 题 , 并 把 它们 用 之 于 算术 . 

《TD 算术 的 抽象 概 念 是 怎样 产生 的 ? 反映 了 现实 界 中 的 什么 
东西 ? 

切 注意 ,除了 工 以 外 于 些 只 有 被 它 自 己 或 工 来 除 才 设 有 余数 的 正 整 数 , 叫 作对 数 . 
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前 面 说 过 的 关于 算术 的 埋 芽 的 所 有 的 话 , 就 回答 了 这 个 问题 . 
算术 的 概念 反映 了 物体 集合 的 量 的 关系 、 这 些 硫 念 是 在 分 析 和 滋 
括 大 量 实际 经 验 的 基础 上 加 以 抽象 化 而 产生 的 ， 并 且 它们 是 逐渐 
地 产生 的 ; 最 初 是 与 具体 对 象 相 联 的 数 , 然后 是 抽象 的 数 , 最 后 才 
是 关于 一 般 的 数 、 关 于 任何 可 能 的 数 的 概念 ， 每 一 阶段 都 是 以 应 
用 先前 的 概念 而 积累 起 来 的 经 验 作 准 备 的 (顺便 提 一 下 , 数学 概念 
形成 的 基本 规律 之 一 也 是 如 此 ， 数 学 概念 是 以 应 用 先前 的 抽象 概 
念 积累 起 来 的 经 验 为 基础 ， 通 过 一 系列 的 抽象 与 概括 过 程 而 产生 
的 ). 

算术 概念 产生 的 历史 证 明 , 那 种 认为 这 些 概 念 是 从 “纯粹 思 
维 ”, 从 “原始 直观 "， 从 “ 先 验 形式 的 直观 ”或 者 从 什么 别 的 东西 产 
生 的 那 种 唯心 主义 观点 是 完全 错误 的 . 

(2) 为 什么 算术 结论 如 此 令 人 信服 和 确定 不 移 ? 

历史 也 给 我 们 回答 了 这 个 问题 。 我 们 看 到 : 算术 结论 本 身 的 
建立 是 缓 蚀 地 和 逐渐 地 ， 它 们 反映 了 在 许多 世代 的 长 期 过 程 中 积 
累 起 来 的 并 且 因 此 凝固 在 人 们 意识 中 的 经 验 ， 它 们 在 语言 中 国定 
下 米 了 : 在 数字 的 名 称 中 , 在 符号 中 , 在 对 数字 的 同一 种 运算 的 经 
常 重复 中 ,以 及 在 它们 经 常 的 实际 应 用 中 固定 下 来 了 ， 因此 它们 
获得 了 明 县 性 并 令 人 信服 .未 辑 推 理 方法 本 身 也 有 同样 的 产生 过 
程 。 并 且 重要 的 不 但 是 可 重复 性 本 身 ， 而 且 是 现实 关系 所 客观 具 
有 的 并 且 反 映 在 算术 的 基本 概念 和 逻辑 推论 的 法 则 中 的 稳定 性 和 
明确 性 . 

算术 的 令 人 信服 的 根源 就 在 这 里 ， 它 的 结论 逻辑 她 从 其 基本 
概念 中 扮 导出 来 ， 而 逻辑 方法 和 算术 概念 两 者 都 是 以 数 千年 的 实 
践 为 基础 ， 以 我 们 同 围 世界 的 客观 规律 性 为 基础 在 人 们 意识 中 形 
成 和 巩固 起 来 的 

(3) 为 什么 算术 尽管 其 概念 是 抽象 的 ， 却 能 有 这 样 广泛 的 应 
用 ? 

答案 很 简单 , 算术 的 概念 和 结论 概括 了 大 量 的 经 验 , 在 抽象 的 
形式 中 表现 出 现实 界 的 那些 经 常 和 到 处 磁 到 的 关系 .计算 的 对 象 
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经 可 以 是 房间 里 的 东西 , 也 可 以 是 星球 , 是 人 ,是 原子 ……。 算 术 
售 奔 了 所 有 局 部 的 和 具体 的 东西 ， 而 抽取 了 某 些 普遍 的 性 质 。 正 
是 因为 它 仅 仅 抽取 普遍 的 性 质 ， 所 以 它 的 结论 才能 运用 到 这 样 大 
量 的 情况 中 去 ， 因 之 ， 正 是 算术 的 抽象 性 保 王 了 广泛 应 用 的 可 能 
性 (这 里 重要 的 是 , 这 种 抽象 性 不 是 空洞 的 , 而 是 从 长 期 实际 经 验 
中 提取 出 来 的 )， 对 于 全 部 数学 ,对 于 任何 抽象 概念 和 晤 论 也 都 是 
这 样 的 。 理 论 应 用 的 可 能 性 取决 于 其 中 所 概括 的 原始 材料 的 广泛 
程度 。 

同时 , 任 一 抽象 概念 , 包括 关于 数 的 稳 念 ， 由 于 它 本 身 特有 的 
抽象 性 , 所 以 在 其 意义 上 是 有 局 限 的 ， 第 一 , 在 应 用 到 任 一 具体 对 
象 时 , 它 只 反映 了 对 象 的 一 个 方面 , 因此 只 能 给 出 关于 对 象 的 很 不 
全 而 的 观念 例如, 常 有 这 样 的 情况 : 有 了 一 些 数据 但 是 关于 事情 
的 本 质 却说 明 得 很 少 。 第 二 , 不 能 没有 任何 条 件 地 到 处 应 用 抽象 
概念 , 不 能 把 算术 运用 到 任 一 具体 问题 , 而 不 判断 一 下 , 在 这 里 运 
用 算术 是 否 有 意义 ， 比 如 , 我 们 说 到 加 法 时 , 只 是 想象 地 把 对 象 联 
合 起 来 , 而 对 于 这 些 对 象 本 身 当然 什么 事情 也 没有 发 生 ， 但 是 如 
果 我 们 把 加 法 运用 于 对 象 的 实际 联合 ， 和 如 果 我 们 实际 上 把 对 象 奸 
放 在 一 起 , 比如 把 它们 放 成 一 堆 或 都 摆 在 桌 上 , 那 末 这 里 发 生 的 不 
是 抽象 的 加 法 ， 而 是 现实 的 过 程 . 这 个 过 程 不 但 不 限于 是 算术 的 
加 法 , 而 且 可 能 使 算术 加 法 根本 不 适用 。 例如 ， 物体 迁 放 在 一 堆 
可 能 要 折 坏 ; 野兽 放 在 一 起 可 能 会 有 这 个 把 那个 吃 挤 的 情况 ;“ 加 | 
在 一 起 的 "物质 可 能 发 生化 学 反应 ; 一 公升 水 和 一 公升 酒精 混合 以 
后 由 于 两 种 液体 的 相互 溶解 得 出 的 不 是 2 公升 而 是 1.9 公升 的 混 
合 物 、 

还 需要 其 他 的 例子 吗 ? 这 样 的 例子 可 以 举 出 随便 多 少 来 . 

总 之 , 真理 是 很 具体 的 ; 正 是 由 于 数学 的 抽象 性 , 记 住 这 一 点 
就 特别 重要 . 

(4) 景 后 , 我们 提出 的 末了 一 个 问题 是 关于 数学 发 展 的 动力 
门 题 . 

对 于 算术 来 说 ， 这 个 问题 的 回答 从 算术 产生 的 历史 上 也 可 以 
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清楚 地 得 出 我 们 看 到 : 人 们 在 实践 中 掌握 了 计算 ,形成 了 数 的 概 
念 ; 然后 实践 又 要 求 要 有 表示 数 的 符号 , 并 提出 更 困难 的 任务 ， 一 
句 话 , 社会 实践 是 算术 发 展 的 动力 并且 实践 同 极 括 了 实践 经 验 
的 抽象 思 准 处 在 经 党 的 相互 作用 之 中 .在 实践 的 基础 上 产生 的 扫 
象 概念 成 为 实践 的 重要 工具 ， 并 在 应 用 中 日 趋 完 善 ， 售 弃 次 要 的 
东西 有 助 于 揭露 事物 的 本 质 ， 并 且 在 抽象 过 程 中 分 离 出 来 和 保存 
下 来 的 普 志 性 质 和 关系 一 一 在 算术 中 即 数 量 的 关系 一 一 对 于 保证 
问题 能 有 一 般 解 决 来 说 是 起 决定 性 作用 的 . 

此 外 , 思维 常常 超出 实践 提出 的 任务 的 直接 要 求 以 外 很 远 , 比 
如 ， 和 关于 百 万 或 十 亿 这 样 一 些 大 数 的 概念 虽然 是 在 计算 的 基础 
上 产生 的 , 但 是 这 些 概念 却 先 于 运用 这 些 数字 的 实际 需要 。. 这 种 
例子 在 科学 史上 是 不 少 的 ; 只 要 提起 我 们 曾 说 到 过 的 虚数 就 够 了 . 
对 于 实 典 和 抽象 思维 ， 实 践 和 理论 之 问 的 相互 作用 的 全 面 认识 来 
说 , 所 有 这 些 只 是 普遍 原理 的 特殊 情况 . 


§3. 几 人 向 


1. 几何 产生 的 历史 本 质 上 同 算 术 产生 的 历史 相似 ， 最 初 的 
一 些 几何 概念 和 知识 也 要 追溯 到 史前 时 期 ， 也 是 在 实践 活动 的 进 
程 中 产生 的 . 

人 从 自然 界 本 身 提取 出 几何 的 形式 月 亮 的 国 形 和 镰刀 形 ,， 
潮 的 水 平面 ， 光线 或 整齐 的 树木 的 直 ,都 是 早 在 人 类 以前 就 存在 
的 , 以 后 也 时 时 刻 刻 呈现 在 人 们 面前 。 当 然 , 我们 在 自然 界 中 很 少 
看 到 十 分 直 的 线 , 尤其 是 三 角形 和 正方 形 .很 明显 , 人 们 建立 起 关 
于 这 些 图 形 的 观念 首先 是 因为 他 们 主动 地 领会 了 自然 界 ， 并 且 按 
照 自己 实践 的 要 求 制造 出 具有 越 来 越 规则 的 形状 的 物体 ， 人 们 建 
筑 自 己 的 住所 , 磨 光石 头 , 图 出 一 小 块 土地 , 拉 紧 自己 弓 上 的 艾 , 制 
造 陶 只 ,改善 陶器 , 并 相应 地 建立 起 各 种 概念 , 比如 制造 出 来 的 器 
明 是 图 形 的 , 拉 紧 了 的 弦 是 直 的 .总 之 , 起 初 是 把 形式 赋予 江 材 
料 , 而 以 后 就 意识 到 形式 是 从 属于 原材料 的 , 也 是 可 以 脱离 开 诛 材 
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料 独 立地 加 以 考察 的 。 人 们 意识 到 物体 的 形式 , 就 能 够 改进 自己 
的 手工 品 , 并且 能 够 更 明确 地 把 形式 概念 本 身分 离 出 来 。 这 样 , 实 
践 活动 成 了 建立 几何 抽象 概 念 的 基础 .需要 制造 成 千 个 具有 直 的 
边沿 的 东西 , 拉 紧 成 千 条 绢 子 、 在 地 上 划 出 大 量 直 线 , 才能 得 出 关 
于 一 般 直 线 的 清晰 的 概念 ， 把 直线 看 作 所 有 这 些 特殊 情形 的 共同 
的 性 质 ， 现 在 我 们 园 图 尽 是 人 们 制造 出 来 的 具有 直 的 边沿 的 和 种 
物体 ,我 们 自己 学 会 了 划 直 线 , 所 以 我 们 从 小 就 能 有 关于 直线 的 清 
晰 的 概念 . 

关于 几何 量 的 概念 一 一 长 虞 、 面 积 \ 体 积 一 一 也 同样 是 从 实 线 
活动 中 产生 的 ， 人 们 为 了 自己 的 实际 目的 去 测量 长 度 , 确定 距离 ， 
用 眼睛 估计 面 积 和 体积 ， 在 这 里 最 简单 的 一 般 规律 , 最初 的 一 些 
几何 关系 ， 例 如 长 方形 的 面积 等 于 它 的 两 边 的 乘积 等 渐渐 地 披 人 
们 发 现 了 。 对 于 庄稼 人 来 说 , 为 了 估量 播种 面积 和 预计 收成 ,知道 
这 样 一 些 几何 关系 是 很 有 用 的 . 

儿 何 就 是 这 样 从 实践 活动 及 生活 里 的 问题 中 产生 出 来 的 ， 正 
如 二 争 腊 的 学 者 罗 德 的 网 第 姆 在 纪元 前 四 世纪 所 写 的 : “几何 是 埃 
及 人 发 现 的 , 从 测量 士 地 中 产生 的 .因为 尼罗河 水 泛 洲 , 经 常 冲 去 
界限 ",， 所 以 这 种 测量 对 埃及 人 是 必需 的 ， 这 门 科学 和 其 他 科学 
一 样 ， 是 从 人 类 的 需要 产生 的 , 对 于 这 一 点 是 没有 什么 可 惊异 的 . 
任何 新 产生 的 知识 都 是 从 不 完善 的 状况 过 滤 到 完善 的 状况 ， 知 识 
通过 感性 的 感觉 而 产生 , 逐渐 成 为 我 们 考察 的 对 象 , 而 最 后 变 成 理 
性 的 财产 .” 

当然 , 土地 铀 量 不 是 激 起 古人 建立 几何 学 的 唯一 课题 . 从 流 
传 至 今 的 断 简 残 篇 中 可 以 判断 这 些 课题 的 狂 质 和 古代 埃及 人 和 巴 
比 仑 人 是 怎样 解决 这 些 课题 的 。 流传 至 今 的 一 本 最 古 的 埃及 人 的 
著作 是 纪元 前 一 千 七 百 多 年 写 出 来 的 一 一 这 是 一 本 由 某 个 姓 阿 幸 
美 斯 的 人 写成 的 “ 文 央 员 ”( 皇 官 ) 手 册 .。 在 书 中 汇集 了 计算 容器 和 
仓库 的 容量 ,土地 面积 .土工 作业 的 多 少 等 等 一 系列 课题 . 


了 这 里 指 的 是 地 界 。 顺便 指出 ,几何 (reoue:pas) 这 个 字 评 意 就 是 测 员 术 ( 护 项 
脂 文 19” 一 土地 ,erpe2” 一 重度 )。 
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埃及 人 和 巴 比 仑 人 会 测定 最 简单 的 面积 和 体积 ， 知 道 圆周 对 
直径 的 很 精确 的 比率 , 并 且 甚至 能 够 计算 球 的 表面 积 , 总 之 , 他 们 
已 经 有 了 不 少 几 何 知识 。 但 是 , 可 以 断定 , 他 们 还 没有 作为 一 门 有 
自己 的 定理 和 证 明 的 理论 科学 的 几何 学 ， 正 象 当 时 的 算术 一 祥 ， 
几何 基本 上 是 从 经 验 中 提取 出 来 的 一 些 规则 的 汇集 ， 并 且 , 几何 
一 般 地 并 没有 从 算术 中 划分 出 来 . 几何 问题 在 计算 上 同时 也 是 算 
术 问 题 . 

纪元 前 七 世纪 时 几何 从 埃及 传 到 希腊 , 在 希腊 , 伟大 的 哲学 唯 
物 主义 者 法 勒 斯 、 德 莫 克 利 特 和 其 他 人 又 将 它 进一步 发 展 了 。 毕 
达 哥 拉 斯 一 一 唯心 主义 的 宗教 着 学 学 派 的 莫 基 人 一 一 的 门生 们 也 
对 几 向 作出 了 卓越 的 贡献 . 

儿 何 是 朝 车 积 昧 新 的 事实 和 网 明 它们 相互 冶 关系 的 方向 发 展 
的 。 这 些 关 系 逐 浙 地 转变 为 从 一 些 几 何 原理 得 到 另 一 些 原理 的 逻 
辑 推论 。 用 这 种 方法 首先 形成 了 关于 几何 定理 及 其 证 明 的 概念 本 
身 ,其 次 阐明 了 那些 可 以 从 中 推导 出 其 他 原理 的 基本 原理 , 就 是 说 
毅 明 了 几何 的 公 再- 

几何 就 是 这 样 逐渐 地 转变 成 为 数学 理论 . 

大 家 知道 ， 纪 元 前 五 世纪 时 几何 的 系统 的 叙述 就 在 希腊 出 现 
了 ,但 是 它们 设 有 流传 到 我 们 手 里 , 显然 是 因为 它们 都 被 欧 几 里 得 
〈 纪 元 前 三 世纪 ) 的 《原本 ?一 书 所 排除 了 .在 这 部 作品 中 几何 已 被 
表述 为 如 此 严密 的 系统 , 以 致 直到 罗 巴 切 夫 斯 基 以 前 , 即 两 千 多 年 
以 来 原则 上 已 不 能 对 它 的 原理 添加 什么 新 东西 ; 而 老 版 的 吉 谢 列 
夫 的 著名 中 学 救 科 书 , 也 和 全 世界 其 他 许多 老 版 教科 书 一 样 , 不 过 
都 是 欧 儿 里 得 的 著作 的 通俗 改写 本 而 已 ， 象 欧 几 里 得 的 * 原 本 > 
一 一 这 一 位 希腊 天 才 的 完美 的 创造 物 一 一 这 样 长 命 的 书 在 世界 上 
是 很 准 找到 几 本 的 当然, 数学 向 前 发 展 了 , 我 们 对 几何 基础 的 认 
识 也 更 如 深刻 了 ,可 是 歌 几 里 得 的 < 原本 > 在 许多 方面 仍 不 失 为 纯 
榨 数 学 著作 的 典范 。 在 这 部 著作 中 , 欧 儿 里 得 对 过 去 的 发 展 作 了 
总 结 , 把 他 那个 时 候 的 数学 表述 为 一 门 独立 的 理论 科学 , 也 就 总 说 
归根 到 底 表 述 为 我 们 现在 所 理解 的 那 祥 。 
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2. 几何 产生 的 历史 对 于 那些 从 算术 产生 的 历史 中 得 出 的 结 
论据 供 了 和 根据。 我 们 看 到 儿 何 是 从 实 戈 中 产生 的 ， 它 向 数学 理论 
的 转变 在 很 久 以 前 就 发 生 了 . 

几何 从 究 于 “所 何 物 体 ” 和 图 形 的 研究 , 研究 它们 的 量 的 关系 
和 相互 位 置 。 但 基 儿 何 物体 不 有 是 什么 别 的 东西 , 正 是 舍弃 了 其 他 
性 质 比如 刻度、 颜色 、 重 量 等 等 , 而 仅仅 从 它 的 空间 形式 * 的 观点 
来 加 以 考察 的 现实 的 物体 . 〈 几 何 图 形 是 更 一 般 的 概念 , 其 中 甚至 
舍弃 了 空间 的 延伸 ， 例 如 , 由 面 只 有 二 维 , 线 只 有 一 维 , 而 点 根本 
没有 维 ， 点 是 关于 线 的 顶端 , 关于 精确 到 极限 位 置 的 抽象 概念 , 所 
以 点 已 不 能 再 划分 为 几 部 分 。 峰 便 提 一 下 , 欧 几 里 得 已 定义 了 所 
有 这 些 概 念 .) 

这 样 , 几何 以 舍弃 了 所 有 其 他 性 质 , 换 句 话说 , 即 采取 “纯粹 形 
式 "的 现实 物体 的 空间 形式 和 关系 作为 自己 的 对 象 ， 正 是 这 种 抽 
象 程度 把 几何 同 其 他 也 是 研究 物体 的 空间 形式 和 关系 的 科学 区 别 
开 来 ， 倒 如 , 在 天 文学 中 , 研究 物体 的 相互 位 置 , 但 只 是 天 体 的 相 
互 位 置 , 在 测 地 学 中 研究 地 球 的 形式 , 在 结 品 学 中 研究 晶体 的 形式 
等 等 。 在 所 有 这 些 情形 中 ,研究 具体 物体 的 形式 和 位 置 基 与 它们 
的 其 他 性 质 关 联 着 或 者 相互 依赖 着 的 . 

抽象 引起 了 几何 的 思辨 方法 , 对 于 没有 任何 坚 度 的 直线 ,对 于 
“纯粹 形式 "是 不 能 做 实验 的 。 只 有 用 推理 的 方法 从 一 些 结论 导出 
另 一 些 新 结论 。 所 以 , 儿 何 定 理应 该 由 推理 来 证 明 , 否则 这 定理 就 
不 周 于 几何 , 就 与 “纯粹 形式 "无关 . 

几何 的 原始 概念 的 明显 性 , 推理 的 方法 , 它 的 结论 的 令 人 信服 
都 象 在 算术 中 那样 有 同样 的 起 源 ， 几何 概念 的 性 质 , 如 同 概念 本 
身 一 样 , 是 人 们 从 周围 自然 界 中 执 象 出 来 的 。 人 们 许多 次 地 划 直 
线 ,然后 才能 够 领会 通过 任意 两 点 可 以 划一 条 直线 这 个 公理 ; 人 们 
千 百 万 次 地 把 各 种 物体 相互 按 挪 和 和 迭 合 ， 然 后 才能 够 把 这 种 情况 
柳 括 为 几何 图 形 迭 加 的 概念 ， 并 且 拒 这 个 概念 应 用 到 定理 的 证 明 
上 (例如 在 两 个 三 角形 相等 的 著名 定理 中 所 作 的 那 祥 ). 

3 在 形式 中 也 包括 大 小 
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最 后 谈 谈 几 何 的 普遍 性 ， 球 的 体积 等 于 4rRs/3， 不 管 研 多 
的 是 球形 容器 , 是 钢 球 , 是 星球 , 还 是 水 滴 等 等 .几何 能 够 把 所 有 
物体 的 共有 的 东西 划分 出 来 ， 是 因为 任 一 现实 的 物体 部 多 少 具有 
一 定 的 形式 、 大 小 以 及 相对 于 其 他 物体 的 位 置 ， 所 以 不 难 理 解 , 几 
何 的 应 用 几乎 也 和 算术 一 样 广泛 。 测量 零件 或 看 图 样 的 工人 , 
定 离 目的 地 的 距离 的 炮兵 , 测量 土地 面积 的 农民 , 估计 土方 体积 他 
建筑 师 一 一 他 们 全 都 利用 几何 的 初等 原理 .领航 员 、 天 文学 家 、 淹 
地 学 家 、 七 程 师 、 物 理学 家 都 需要 很 精确 的 几何 结论 . 

著名 的 结晶 学 家 和 几何 学 家 响 德 洛 夫 的 研究 工作 提供 了 用 抽象 几何 解 
决 自然 科学 中 下 要 同 题 的 鲜明 例子 。 作 首先 提出 了 要 找 曲 体 的 所 有 可 能 对 
称 形式 的 问题 ， 这 是 理论 结 最 学 的 基本 问题 之 一 ， 为 了 解决 这 个 问题 ， 费 德 
洛 夫 舍弃 了 品 体 的 全 部 物理 性 质 ， 而 只 是 把 它 当 作 几 何 物体 的 规则 系统 ( 代 
普 具 体 的 原子 系统 ) 来 加 以 考察 ， 这样 一 来 ， 问 是 就 在 于 只 要 寻求 那些 几何 
物体 系统 所 有 可 能 的 对 称 形式 ， 费 德 洛 夫 把 这 个 纯粹 几何 问题 解决 得 很 彻 
底 ， 技 出 它们 全 部 的 对 称 形 式 是 330 种 。 闻 时， 可 能 的 对 称 形式 问题 的 解决 
也 是 对 几何 的 巨大 贡献 , 为 许多 几何 研究 工作 莫 下 了 基础 . 

在 这 个 例子 里 ， 如 同 在 几何 的 全 部 历史 上 一 样 ， 我 们 看 到 了 几何 发 展 的 
主要 动力 、 这 就 是 一 一 实践 和 抽象 因 纵 的 相互 作用 。 由 观察 晶体 而 产生 的 
晶体 对 称 问 题 是 抽象 地 提出 的 ， 并 且 引 起 了 一 门 新 的 数学 理论 一 一 规则 系统 
理论 , 或 者 是 所 诗 览 德 洛 夫 群 Y。 以 后 这 理论 本 身 不 但 在 虹 体 的 观察 中 得 到 
光辉 的 确证 ,而 且 成 为 结 电 学 发 展 的 背 稼 指南 ， 它 还 推动 了 实验 方面 以 及 纯 
样 数学 方面 的 研究 工作 


$4. 算术 和 几何 


1. 到 现在 为 止 ,我 们 分 别 地 考察 了 筑 术 和 几何 以 及 它们 彼此 
间 的 关系 ,从 而 数学 理论 间 的 一 般 关 系 我 们 都 没有 加 以 注意 .， 然 
而 这 关系 却 有 特别 重大 的 意义 理论 彼 此 间 的 渗透 把 数学 推 向 前 
进 ,并 揭示 出 这 些 理论 所 反映 的 现实 界 关系 的 丰富 多 采 . 

算术 和 几何 不 仅 互相 应 用 , 而 且 是 产生 进一步 的 一 般 概念 、 方 
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续 和 理论 的 米 源 ， 归 根 到 底 算术 和 几何 是 数学 成 长 的 两 个 根 流 . 
它们 之 间 的 相互 作用 在 它们 本 身 刚刚 萌芽 的 时 候 就 有 了 。 简单 的 
长 度 测量 就 书 经 是 算术 和 几何 的 结合 。 测量 物体 长 度 的 时 候 ， 我 
们 把 某 入 长度 单位 置 放 在 物体 上 面 ,然后 数 一 数 一 共 置 放 多 少 次 ; 
让 一 步 手续 ( 置 放 ) 是 几何 的 , 第 二 步 (计算 ) 是 算术 的 。 又 如 走 池 
计数 脚步 ,每 数 一 步 都 结合 了 这 两 种 手续 - 

任何 一 种 量 的 度 景 一 般 地 都 把 计算 同 对 这 一 种 量 所 实行 的 某 
种 专门 手续 结合 起 来 。 提 起 用 最 杯 测量 液体 或 者 用 摆 的 乒 萝 次 数 
来 测量 时 间 这 两 个 例子 就 足够 了 . 

但 是 在 测量 的 时 候 发 现 ， 一 般 说 来 所 选用 的 单位 不 能 在 被 测 
的 量 上 置 放 整数 次 ， 所 以 在 测量 时 不 能 满足 于 简单 计算 有 多 少 音 
位 。 这 时 必须 抬 单位 加 以 分 划 ， 以 便利 用 单位 的 一 部 分 来 更 准确 
地 表示 量 ,就 是 说 不 是 用 整数 , 而 是 用 分 数 米 表示 最 ， 分 数 事 实 上 
就 这 样 产生 了 ， 正 如 从 有 关 的 历史 材料 和 其 他 材料 的 分 析 中 所 指 
明 的 那样 它们 是 从 连续 景 的 分 掩 和 比较 中 ， 即 从 度量 中 产生 的 . 
人 们 度量 的 最 初 一 些 最 就 是 几何 量 : 长 度 、 播种 面积 , 液体 和 笋 糙 
体 的 体积 ， 我 们 已 经 在 分 数 的 产生 过 程 中 看 到 算术 和 几何 的 相互 
作用 。 这 种 相互 作用 引起 了 分 数 这 个 重要 新 概念 的 出 现 ,引起 了 
数 的 概念 从 叉 数 到 分 数 的 淮 广 (或 者 象 数学 家 所 说 的 , 推广 到 用 由 
数 之 比 来 表示 的 有 理 数 )， 分 数 不 是 也 不 能 从 蓝 数 的 分 着 中 产生 ， 
因为 整 的 对 象 付 用 整数 来 计算 ， 三 个 人 ,三 支 篆 等 等 一 这 是 完 
全 有 意义 的 ， 但 是 两 个 三 分 之 -的 人 或 三 分 之 一 支 和 都 是 毫 无 意 
义 的 ; 其 外 用 二 个 三 分 之 一 支 简 也 不 能 射 中 一 只 庵 ,因为 密 达 到 这 
目的 必须 用 整 的 箭 . 

2. 在 与 算术 和 几何 的 相互 作用 密切 有 关 的 数 的 概念 的 发 展 
过 程 中 , 分数 的 出 现 只 是 第 一 步 ， 下 一 步 是 不 可 通 约 的 线 眉 的 发 
现 。 两 个 线段 叫 作 不 可 通 约 的 , 就 是 如 果 没 有 一 个 线段 能 够 在 这 
两 个 线段 上 而 都 置 放 整 数 次 , 换 句 话说 , 就 是 这 两 个 线段 的 比 不 能 
用 普 通 分 数 来 表示 , 也 即 不 是 整数 之 比 。 

起 急 人 们 简直 没有 很 多 她 考 音 是 否 任 一 长 度 都 可 由 分 数 志 
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示 ， 如 果 分 制 和 度量 达到 过 于 绍 小 的 者 度 时 ， 那 未 这 些 细小 的 郁 
分 就 简单 地 给 略 掉 了 ， 因 为 度量 的 无 恨 精确 在 实 奈 上 是 没有 意义 
前 ， 德 催 克 利 特 甚至 提出 了 这 样 的 概念， 即 几何 图 形 是 由 特种 原 
子 组 成 的 ， 技 照 德 区 克利 特 的 说 法 , 线 眉 是 原子 的 行列 ,因此 线段 
之 比 就 是 它们 之 中 的 原子 数目 的 比 ， 也 就 是 说 可 以 明显 地 用 分 数 
来 老 示 ， 这 个 概念 , 在 我 们 和 来 , 可 能 是 非常 奇怪 的 , 但 是 对 测定 
面积 和 体积 却 很 有 用 处 面积 的 计算 就 是 由 原子 所 组 成 的 行列 的 
总 和 ,体积 就 是 原 于 层 的 总 和 ， 德 英 克 利 竺 用 这 种 方法 求 出 了 , 比 
如 说 , 贺 难 体 的 体积 。 羽 得 积分 概念 的 读者 容易 发 觉 , 在 这 个 方法 
中 已 包含 了 用 积分 法 来 确定 面积 和 体积 的 征兆 ，( 此 外 , 当 我 们 想 
祭 德江 克利 特 那 个 时 代 时 ， 应 该 努力 执 脱 那些 已 被 数学 的 发 展 所 
证 实 的 在 现在 已 成 为 习惯 的 概念 。 在 德 莫 克利 特 的 时 代 ,几何 图 
形 赔 高 现实 还 没有 达到 我 们 现在 这 样 的 程度 ， 因此 ， 肢 然 德 莫 克 
利 特 设想 物体 由 原子 所 组 成 ， 自 然 应 该 认为 几何 图 形 也 是 由 原子 
记 组 成 的 .) 

但 是 ,线段 由 原 于 组 成 这 个 概念 与 引 达 再 拉 斯 定理 ( 即 么 股 定 
再) 发 生 了 矛盾 ,因为 从 这 个 定理 推出 不 可 通 约 线段 的 存在 ; 例如 ， 
正方 形 的 对 角 线 与 它 的 边 是 不 可 送 约 的 ， 就 是 说 它们 的 比 不 能 用 
整数 的 比 来 表示 。 

我 们 来 征明 ， 正 方形 的 边 和 对 角 线 的 确 不 可 通 约 ， 设 4 一 
正方 形 的 边 , 5 一 正方形 的 对 角 线 ， 那 未 按照 毕 达 再 拉 斯 定理 
toa 所 以 (2) -2, 

但 是 却 没有 这 样 一 个 分 数 , 它 的 平方 等 于 2 因为, 假定 不 从 
令 ? 和 9 表示 两 个 整数 并 且 有 (于 】 = 2， 我 们 当然 可 以 假设 和 和 
4 已 经 没有 公共 因子 ,因为 有 的 话 这 分 数 可 以 拒 它 约 溢 ， 但 是 如 
果 (了 ) -2 那 来 天 -267, 所 以 可 以 被 2 除 尽 ， 在 这 种 销 况 


下 咏 就 可 以 被 4 路 尽 ， 因 为 它 是 整数 的 平方 、 臣 此 兄 一 49u 即 
2g 一 4gs 且 人 9 一 2g:， 由 此 可 见 ，9 也 可 以 被 2 除 尽 ， 这 个 结果 当 
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然 与 p 和 g 没有 公共 因子 的 假设 地质 ， 这 个 矛盾 证 届 ; 关系 式 
也 不 能 用 有 理 数 来 表示 ， 正 方形 的 对 角 线 初 边 是 不 可 通 约 
的 ， 

这 个 发 现 对 希腊 学 者 们 造成 了 极 大 的 印象 ， 现在 ,我们 已 习 
惧 于 无 再 歼 ,不 费力 地 运用 平方 根 或 其 他 的 根 ,不 可 授 约 线段 的 存 
在 也 毫 不 使 我 们 困 容 ， 但 是 在 纪元 前 五 沁 纪 ,这 种 线段 的 发 现 对 
于 希腊 学 者 却 完全 是 另外 一 种 样子 ， 取 知道 他 们 没有 无 理 数 的 概 
念 , 类 似 VM 可 这 样 的 符号 他 们 也 没有 写 过 , 因此 对 他 们 说 来 , 所 
得 到 的 结果 就 意味 卷 正方 形 的 对 角 线 和 边 的 比 根本 不 能 用 任何 数 
表示 出 米 . 

不 可 通 约 线段 的 存在 ， 对 希腊 人 揭露 了 一 个 包含 在 连续 性 中 
的 和 密 一 莫 基 于 连续 性 和 运动 的 一 种 辩证 矛盾 的 表现 .许多 知 
名 的 希腊 哲学 家 从 事 于 对 这 个 巴 盾 的 探讨 ， 他 们 中 埃 利 亚 的 齐 诺 
尤 以 自己 的 埋 论 著称 . 

希 且 人 建立 了 线 眉 (及 一 般 的 量 ) 之 问 的 比 的 理论 2， 估 计 到 
有 不 可 通 约 线 眉 在 在 , 在 胸 几 里 得 的 < 原本 ”一 书 中 级 壕 了 它 ,在 现 
在 的 中 学 几何 课程 中 也 以 简化 的 形式 讲述 它 ， 但 是 希 腾 人 并 不 能 
提升 到 这 样 的 思想 ， 即 理解 到 一 个 线段 对 另 一 个 被 取 作 单位 的 线 
臧 、 即 随便 一 个 线段 长 度 之 比 也 可 以 看 作 是 数 并 这 样 来 把 数 的 概 
念 本 身 如 以 推广 , 因为 无 更 数 的 概念 在 他 们 那里 还 没有 产生 ”. 这 
个 工作 是 在 钦 晚 时 期 由 东方 的 数学 家 们 完成 的 ， 而 关于 实数 的 不 
直接 依据 于 几何 的 严格 的 数学 的 一 般 定义 只 是 不 久 以 前 (在 上 进 


了 这 个 垩 论 是 纪元 前 四 世纪 的 希腊 学 者 欧 末 克 斯 创造 的 - 

2) 由 于 关于 重 的 度量 的 学 说 不 属 于 算术 的 范围 ,而 进入 了 几何 的 范围 , 所 以 在 希 
了 睹 人 那里 几何 就 是 全 部 效 学 ， 比 如 解 二 次 方程 这 样 一 些 问题 , 我 们 现在 是 用 代数 来 处 
型 的 ,而 他 们 却 是 从 几何 上 提出 和 加 以 解决 的 。 罗 几时 得 的 < 闸 太 > 一 书 中 包含 不 少 这 
样 的 课题 ,并 且 拓 来 这 名 书 当时 给 人 们 提出 的 不 仅 是 我 们 黎 在 所 理解 的 几何 的 概要 ， 
而 且 也 是 一 般 获 学 的 妆 要 。 几何 的 这 种 统治 地 位 一 直 维 赎 下 来 , 直到 管 卡 儿 就 反 过 洲 
使 几何 从 属于 代数 了 . 而 几何 的 统治 地 位 的 冶 迹 还 保留 在 象 二 次 和 三 次 的 名 称 ' 平 方 ” 
和 《立方 " 巾 : “4 立方 "一 这 就 是 边 为 的 立方 体 。 
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纪 七 十 年 代 ) 才 给 出 的 9， 从 线段 之 比 的 理论 建立 的 时 候 起 经 历 了 
这 么 长 的 时 间 就 说 明 ; 抽象 概念 的 产生 和 精确 地 形成 是 多 么 困难 . 

83、 为 了 说 明 实数 概念 的 特征 ， 牛 顿 在 他 的 “数学 原理 > 中 写 
道 :“ 我 们 与 其 把 数理 解 为 单位 的 集合 ,不 如 把 数 理解 为 某 个 量 对 
另 一 个 被 取 作 单位 的 量 的 抽象 的 出. ”这 个 数 ( 即 比 ) 可 以 是 整数 、 
是 有 理 数 ,或 者 当 给 定 的 量 与 单位 不 可 通 约 时 ,是 无 理 数 . 

实数 按 其 原来 的 意义 无 非 就 是 一 个 量 对 另 一 个 被 到 作 单位 的 
量 的 比 : 在 特殊 情形 下 -一 是 线 股 的 比 , 也 可 能 是 面积 、 重量 等 等 
的 比 ， 

从 而 实数 是 脱离 了 具体 性 质 来 加 以 考察 的 一 般 量 的 比 . 

正如 抽象 的 整数 不 是 单个 的 , 而 是 处 在 相互 关系 中 、 在 整数 的 
系统 中 才 成 为 数学 的 对 象 一 样 ， 搜 象 的 实数 也 只 是 处 在 相互 关系 
中 , 即 在 实数 的 系统 中 才 有 自己 的 内 容 并 且 成 为 数学 的 对 银 . 

在 实数 理论 中 , 也 和 在 算术 中 一 祥 , 首先 要 定义 数 的 运算 : 加 、 
减 、 乘 、 除 , 以 及 用 “大 于 ”和 “小 于 ”来 表示 的 数 之 间 的 关系 ， 这 些 
运算 和 关系 反映 出 各 种 量 的 现实 关联 , 例如 , 加 法 反映 了 线段 的 相 
加 。 中 世纪 的 东方 数学 家 为 抽象 的 实数 的 运算 英 定 了 基础 ， 以 后 
逐渐 地 提出 了 实数 系统 的 最 重要 的 性 质 - 它 的 连续 性 ， 实 数 系 
统一 一 这 是 连续 变化 着 的 量 的 一 切 可 能 值 的 抽象 模型. 
、 这样, 正如 整数 的 算术 一 样 ,实数 的 算术 以 连续 量 的 现实 的 量 
的 关系 作为 自己 的 对 象 ， 它 是 在 普 这 的 形式 上 完全 脱离 任何 具体 
性 来 研究 这 些 连 续 量 的 ， 正 因为 在 实 教 的 概念 中 提出 了 为 所 有 连 
续 量 也 共有 的 东西 , 所 以 它 有 这 样 广泛 的 应 用 : 各 种 不 同 的 量 , 比 
如 长 度 、 重 量 、 电 流 强度 、 能 等 等 的 值 都 可 以 由 数 来 表示 ,而 各 量 
之 间 的 依存 和 联系 关系 ， 可 以 用 它们 的 数值 之 间 的 依存 关系 来 刻 
刘 . 


也 这 贞 说 的 不 是 棋 述 性 的 定义 ,而 是 在 研究 实数 性 质 时 作为 征明 的 直接 基础 的 
定义 ， 当 然 , 这 样 的 定义 在 比较 晚 的 时 候 才 产生 ,这 时 骤 学 的 发 展 , 主要 是 无 育 小 量 的 
分 析 , 型 求 有 相应 的 实数 “变量 地 的 定义 。 这 个 定义 在 上 世纪 七 二 年 代 由 德国 数学 家 
帕 尔 记 特 拉 岂 、 德 金 和 康 托 尔 分 列 在 不 同 玫 式 中 给 出 。 
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为 了 能够 使 关于 实数 的 一 般 概念 成 为 数学 理论 的 基础 , 就 必须 给 出 它们 
的 数学 形式 的 定义 ， 这 可 以 用 各 种 方法 作出 来， 但是， 大 概 从 时 的 度量 过 程 
本 身 引出 米 是 最 自然 不 过 的 , 量 的 度量 过 程 也 正好 是 关于 数 的 概念 的 概括 的 
实 蒜 起 源 ， 我 们 将 机 讨论 线 肌 的 长 度 , 当然， 读者 容易 狸 出, 如 果 讨 论 任 何 
其 他 的 可 以 无 限 分 割 的 量 也 是 一 。 4 pp 
样 的 . 

修 定 我 们 用 取 为 单 立 的 线段 人 已 
CD 床 度 量 线 股 4B (图 1 我 图 1 
们 将 CD 放 在 4B 上 ,比如 从 委 点 放 起 , 它 还 能 接着 放 . 设 它 在 4B 上 共 放 
了 办 次 .短线 民 45 还 有 璋 余 PB， 那 末 可 以 将 CD 分 成 十 分 并 以 这 十 分 之 
一 段 去 量 剩余 的 线 殉 PB。 设 这 十 分 之 一 自在 PB 上 共 放 了 nm 次 。 如 果 在 
这 之 后 还 有 剩余 , 部 末 可 以 将 这 十 分 之 一 鼠 再 分 成 -分 , 即 把 CD 分 成 一 下 
分 ,再 重复 进行 同样 的 手续 …… 度 量 的 过 程 或 者 结束 ,或 者 继续 下 去 但 是 
不 论 旦 种 情况 我 们 都 将 得 出 结果 : 整 线 各 0D 在 4B 上 放 了 m 次 , 它 的 十 分 
之 一 一 -1m 次 , 百 分 之 一 一 一 z 次 , 等 等 ， 一 句 话 , 我 们 将 得到 4 对 0D 的 
比 并 带 有 很 大 的 准确 性 ， 准 确 到 十 分 之 一 ， 百 分 之 一 等 等 ， 这 个 比 本 身 应 该 
是 还 有 整数 %, 十 分 之 一 数 等 等 的 十 进位 小 数 ， 这 个 小 数 
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可 能 是 无 穷 的 , 则 意味 着 度量 的 无 限 业 确 的 可 能 性 . 

因此 , 线 脆 (和 一 般 量 ) 的 比 总 能 以 (有 穷 的 或 无 穷 的 ) 十 进位 小 数 来 表 
示 . 但 是 在 十 进位 小 数 中 已 经 没有 具体 量 本 身 的 痕迹 ， 所 以 它 正 是 给 出 了 
抽象 的 比 , 即 实 数 。 所 以 实数 形式 上 可 以 由 有 穷 的 或 者 无 穷 的 十 进位 小 数 来 
定义 D_ 

为 了 把 工作 进行 到 底 , 还 需要 定义 对 小 数 的 运算 (加 法 等 等 ) 、 这 是 用 这 
样 的 方法 完成 的 , 即使 得 定义 出 来 的 对 小 数 的 运算 与 对 量 的 运算 相 适应 ， 这 
样 , 当 线 委 相 加 时 就 是 把 它们 的 长 度 加 起 来 ， 线 政 4B 十 BO 的 长 度 等 于 4 必 
和 80 的 长 度 的 各。 定义 对 实数 的 运算 有 这 样 一 种 困难 , 即 这 些 数 一 般 说 来 
是 无 穷 小 数 ， 而 普通 已 知 的 运算 规则 是 属于 有 穷 小 数 的 ， 因 为 这 个 缘故 ， 对 
无 穷 小 数 的 运算 的 严格 定义 是 用 以 下 方法 作出 的 ， 例 如 , 我 们 要 把 。 和 5 机 
个 数 相 加 。 就 取 两 个 具有 相同 准确 位 数 的 小 数 , 比如 , 都 准确 到 百 万 分 之 一 ， 
然后 将 它们 加 起 来 。 这 时 得 到 的 和 o+5 也 有 相应 的 准确 麻 (准确 到 百 万 分 


1 不 考虑 那些 带 有 和 环 六 9 的 小 数 , 技 照 三 知 的 规则 可 以 把 它们 和 没有 循环 目 9 
的 想 应 小 数 看 成 同一 个 数 , 从 0.13999… 一 0.14000… 这 个 例 中 可 以 困 显 地 看 出 这 个 
规划。 
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之 二 ,因为 a 和 5 的 误差 可 能 要 加 起 来 1。 这 样 一 来, 我 们 就 可 以 定 义 具有 和 任 
章 准 确 度 的 两 个 数 的 和 , 并且 在 这 样 的 意义 下 它们 的 和 是 完全 确定 的 , 虽然 
在 计算 的 每 一 步 上 只 知道 它 带 有 某 种 准确 度 ， 但 是 ,这 符合 于 台 情 的 本 质 ， 
因为 每 一 个 量 * 和 孝 裤 度量 到 茶 种 准确 程度 ,而 以 无 穷 小 数 来 表示 的 精确 
介 是 作为 量 之 值 的 可 能 无 限 精确 化 的 结果 而 得 出 的 . 
“关于 "，“ 小 于 "等 关系 可 以 随后 通过 加 法 来 定义 : 如 果 有 这 样 一 个 数 6 
使 得 ae 一 5 上 +e (这 里 说 的 是 正 数 ), 那 末 4>b。 
实数 序列 的 连续 性 表现 在 这 里 ; 如 果 数 ni。 co, … 是 递增 的 ,而 pi 始 … 
是 递 臣 的 ,并且 5. 总 是 比 a 大 ， 


人 iyiij 下。 那 末 无 论 如 何在 这 两 册 数 之 间 
和 总 有 某 个 数 。 存 在。 如 办 直线 
副 上 的 点 接 一 定 的 规则 与 数 相 对 


应 , 那 末 从 直线 上 所 画 的 可 以 很 清楚 地 看 出 这 一 点 《图 2)。 亚 然 , 数 。 的 存 
在 和 对 应 于 它 的 点 正好 表示 数列 中 不 会 有 同 断 , 这 就 是 数列 的 违 续 性 。 
在 算术 和 几何 相互 作用 的 例子 中 已 经 可 以 看 出 ,数学 的 发 
展 是 在 交织 着 许多 对 立 而 的 斗争 过 程 中 进行 的 , 这 些 对 立 面 是 ; 具 
体 与 抽象 , 特殊 与 一 般 , 形式 与 内 容 , 有 限 与 无 限 , 连续 与 不 连续 等 
等 
例如 ， 我 们 试 着 在 实数 概 含 的 建立 中 探讨 一 下 具体 与 抽象 的 
对 立 ， 正 象 我 们 记 看 到 的 , 实数 反映 可 以 无 妇 精 确 化 的 度量 过 程 ， 
或 者 稍微 理解 得 不 同一 点 ， 即 反映 量 的 绝对 的 无 限 的 精确 值 ， 这 
与 下 述 傅 况 相 适 应 ， 即 在 几何 中 完全 会 弃 了 具体 对 象 的 现实 形式 
和 大 小 的 可 变性 和 不 确定 性 ， 而 考察 物体 的 再 想 的 精确 形式 和 大 
小 。 前 面 我 们 讨论 的 正 是 理想 线段 的 度量 问题 
但 是 理想 的 精确 几何 形式 和 重 的 绝对 精确 值 都 是 一 种 抽象. 
任何 具体 的 对 象 都 没有 绝对 精确 的 形式 ， 正 象 任何 具体 的 量 既 不 
能 绝对 精确 地 度量 出 来 , 也 没有 绝对 精确 的 值 一 样 ， 例 如 , 如 果 把 
尺 的 长 度 粮 确 到 超过 原子 大 小 的 展 朗 以 外 就 没有 意义 了 ， 最 的 精 
确 化 超过 一 定 限度 , 总 是 要 产生 质 的 变化 ,使 量 一 般 地 失去 它 原来 
的 意义 。 比如 ,气体 的 压力 不 能 精确 到 超过 一 个 分 于 的 擅 击 力 的 
展 度 以 外 , 当 精 确 到 电子 的 电荷 大 小 的 程度 时 , 电 菏 就 不 再 是 连续 
的 。 因为 自然 界 中 的 对 象 没有 理想 的 精确 形式 ,所 以 关于 正方 形 
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的 对 角 线 与 边 的 比 是 V 的 断言 , 即 不 能 从 直接 的 度量 中 绝对 精 
确 地 得 出 来 ， 也 不 能 对 任 -~ 个 具体 的 现实 的 正方 形 有 绝对 精确 的 
意义 

正如 我 们 所 看 到 的 ， 关 于 正方 形 的 对 角 线 和 边 的 不 可 通 约 性 
的 绩 论 是 从 毕 达 哥 拉 斯 定理 推导 出 来 的 。 这 是 从 经 验 材料 的 发 展 
中 得 出 的 理论 性 结论 ， 它 是 把 思 辑 应 用 于 从 经 验 中 提取 出 米 的 原 
始 几 何 前 提 的 结果 

这 样 ,不 可 通 约 线段 的 概念 ,万 其 是 实数 的 概念 不 是 经 验 事实 
的 简单 的 直接 的 反映 , 而 是 比 经 验 事实 更 进 了 一 步 ， 但 是 , 这 是 可 
以 理解 的 。 实数 不 是 反映 某 种 给 定 的 具体 的 量 ， 而 是 反映 脱离 了 
任何 具体 性 的 一 般 的 量 , 换 句 话说 , 它 是 反映 了 现实 的 各 种 特殊 总 
的 共同 性 质 ， 这 种 共同 性 质 就 在 于 这 些 量 的 值 一 般 地 可 以 精确 确 
定 ， 并且 如 果 合 弃 具 体 的 重 ， 那 末 可 能 精确 化 的 限度 (这 限度 依 副 
于 基 的 各 种 具体 性 质 ) 就 将 成 为 不 确定 的 并 且 会 消失 挤 。 

所 以 ,脱离 开 量 的 个 别 性 质 来 考察 着 的 数学 理论 , 必然 应 该 考 
察 量 之 值 的 无 限 精确 化 的 可 能 性 ， 因 而 应 该 得 出 实数 的 概念 ， 并 
且 数 学 反映 的 只 是 各 种 不 同 量 的 共同 性 质 ， 不 能 里 及 每 个 具体 销 
况 的 特点 正义 列宁 所 说 的 ,“ 任 何 个 别 都 不 能 完全 地 列 入 一 般 之 
中 …"…2 数 学 分 离 出 共同 的 性 质 ， 考 察 那些 它 所 制造 的 、 明显 地 
划分 出 来 的 各 种 抽象 体系 , 而 不 管 这 些 抽象 体系 运用 的 现实 界限 。 
其 所 以 这 样 正 是 因为 这 些 界限 不 具有 一 般 性 ， 它 们 依赖 于 被 考察 
的 现象 的 具体 性 质 , 依赖 于 这 些 现象 的 质 的 变化 ， 所 以 , 在 应 用 数 
学 的 时 候 , 必须 检验 应 用 这 个 或 那个 理论 本 身 的 根据 , 比如, 把 物 
质 当 作 连 续 体 加 以 考察 , 并且 以 连续 量 来 拱 绘 物质 的 性 质 , 只 有 合 
奔 物 质 的 原子 结构 时 才能 允许， 而 这 只 有 在 一 定 条 件 下 和 基 种 限 
度 内 才 是 可 能 的 . 

但 是 尽管 如 此 ， 实 数 是 对 现实 的 连续 量 和 过 程 进行 数学 研究 
的 经 过 检验 的 有 力 工具 ， 实 数理 论 由 实践, 由 它 在 物理 .技术 和 化 
学 中 的 广阔 的 应 用 得 到 了 论证 。 实践 证 明 , 实数 概念 正确 地 反映 

24) 浏 宁 , 哲 学 笔记 ,363 页 ,人 民 出 版 社 , 1957 年 版 。 


了 最 的 共同 性 质 ， 但 是 这 种 正确 性 不 是 没有 界限 的 不 能 把 实数 
理论 看 作 某 种 绝对 的 、 能 够 完全 脱离 现实 界面 无 限 抽 象 地 发 展 的 
东西 ， 实数 概念 本 身 将 继续 发 展 , 实际 上 它 还 远 不 是 绝对 终结 了 
的 . 

5. 上述 的 许多 种 对 立 中 的 另 一 种 对 立 一 一 连续 与 不 连续 的 
对 立 , 它 的 作用 也 可 以 在 数 的 模 念 的 发 展 的 例子 中 加 以 探讨 ， 我 
们 已 经 看 到 , 分 数 是 从 连续 量 的 分 市 产生 的 . 

关于 分 割 的 问题 有 一 个 十 分 值得 深思 的 笑话 ， 老 奶奶 买 了 三 
个 马 铃 蓝 , 要 把 它们 平分 给 两 个 孙女 儿 ， 怎 么 办 呢 ? 回答 是 : 必需 
作成 马 铃 暮 奖 . 

但 是 , 这 个 笑话 揭露 了 事情 的 本 质 ， 单个 的 对 象 在 这 样 的 意 
义 下 是 不 可 分 的 ， 即 分 割 开 来 的 对 象 几乎 再 也 不 是 它 本 来 的 样子 
了 ,这 从 "三 分 之 一 个 人 ”或 “三 分 之 一 支 能 ”的 例子 中 可 以 看 得 很 
清楚 。 相反 地 ， 连 续 的 和 均匀 的 量 或 物 容易 分 开 来 也 容易 结合 起 
来 , 而 不 失去 它 的 本 性 。 马 铃 单 美 正 好 就 是 这 种 均匀 物 的 很 好 的 
例子 , 这 种 东西 昌 热 不 是 划分 开 了 的 , 但 是 实际 上 却 容易 分 成 许多 
任意 小 的 部 分 长度、 面积、 体积 都 具有 这 样 的 性 质 , 连续 性 就 其 
概念 本 身 来 说 就 是 这 样 一 种 实际 上 不 是 划分 开 了 的 ， 但 却 具 有 无 
限 分 割 的 可 能 性 的 东西 . 

这 样 , 我 们 碰 到 了 两 个 对 立 面 :一 方面 是 不 可 分 的 , 单个 的 , 就 
是 说 , 不 连续 的 对 象 , 另 一 方面 是 完全 可 分 的 ; 但 并 不 是 划分 成 各 
个 部 分 的 , 而 是 连续 的 物体 。 当然, 这 种 对 立 总 是 统一 的 , 因为 既 
没有 绝对 不 可 分 的 对 象 ， 也 没有 完全 连续 的 对 象 . 但 是 对 象 的 这 
两 个 方面 不 仅 是 现实 的 ， 而 且 常常 在 某 些 情况 下 一 个 方面 表现 为 
决定 性 的 , 在 另 一 些 情况 下 一 一 另 一 方面 是 决定 性 的 . 

数学 , 轻 然 使 形式 陪 离 它们 的 内 容 , 因 之 也 就 把 连续 和 不 连续 
这 两 种 形式 明显 地 分 割 开 来. 

单位 是 单个 物体 的 数学 模型 ， 而 单位 的 总 和 就 是 不 连续 物体 
的 集合 的 数学 模型 ， 这 就 是 所 谓 排 除了 其 他 一 切 性 质 的 纯粹 不 连 
续 性 的 模型 ， 就 是 纯 烷 形式 的 不 连 污 性 。 连续 的 几何 图 形成 为 连 
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续 性 的 基本 的 、 原 始 的 数学 模型 , 最 简单 的 情形 就 是 直线 . 

从 而 , 在 我 们 面前 有 两 个 对 立 面 : 不 连续 性 和 连续 性 , 以 及 它 
们 的 抽象 数学 模型 : 整数 和 几何 延伸 性 . 度量 就 是 这 两 个 对 立 面 
的 统一 : 连续 的 东西 用 单个 的 单位 来 度量 。 但 是 只 有 不 可 分 的 单 
位 是 不 行 的 ; 必须 引进 原单 位 的 分 数 部 分 ， 这 样 就 产生 了 分 数 ; 数 
的 概念 正 是 由 于 上 述 对 立 面 的 统一 才 得 到 发 展 . 

进一步 在 更 高 的 抽象 阶段 上 , 出 现 了 不 可 通 约 线段 的 概念 , 以 
及 随 之 而 来 的 是 作为 量 的 无 限 精 确 值 的 抽象 模型 的 实数 概念 ， 但 
是 这 个 概念 不 是 一 下 子 就 形成 的 ， 它 的 长 期 发 展 遵 路 经 历 了 连续 
与 不 连续 这 两 个 对 立 面 的 斗争 . 

前 面 已 经 讲 过 , 德 莫 克利 特 认为 几何 图 形 是 由 原子 组 成 的 , 从 
而 把 连续 归结 为 不 连续 ， 但 是 不 可 通 约 线段 的 发 现 迫 使 人 们 放弃 
这 个 观念 ， 此 后 ,人们 就 不 再 认为 连续 量 由 单个 的 元 素 一 一 原子 
或 点 所 组 成 ， 当时 人 们 不 会 用 数 来 表示 这 种 量 ， 因 为 这 时 除了 或 
数 和 分 数 以 外 还 不 知道 有 其 他 的 数 . 

在 十 七 世纪 ， 当 微分 和 积分 演算 的 
基础 已 经 碍 立 的 时 候 ， 数 学 中 重新 出 现 
了 过 续 与 不 连续 的 和 矛盾， 这 里 说 的 是 关 
于 无 穷 小 。 在 一 些 观念 中 , 它们 被 理解 
为 连续 量 的 实际 的 “实在 的 " 无穷小 的 | 
“不 可 分 的 ”部 分 ,与 德 莫 克 利 特 的 原子 3 
相似, 不 过 这 时 认为 它们 的 数目 有 无 穷 多 , 面积 和 体积 的 计算 一 一 
积分 一 一 被 理解 为 无 穷 多 个 这 种 无 穷 小 的 部 分 的 总 合 。 例如 ， 面 
积 被 理解 成 “组 成 这 块 面积 的 那些 线条 的 总 合 (图 3) ， 连 续 再 度 
被 归结 为 不 连续 , 不 过 已 是 在 更 复杂 的 形式 上 , 更 高 的 程度 上 ， 但 
是 这 个 观点 不 能 令 人 满意 ， 而 和 这 个 观点 相对 立 有 基本 上 由 牛顿 
提出 的 关于 连续 变量 的 概念 ， 关 于 把 无 穷 小 量 理解 为 无 限 减 少 的 
变量 的 概念 。 在 十 九 世 纪 的 前 半 叶 ， 当 严格 的 极限 理论 已 经 建立 
起 来 的 时 候 ， 这 个 概念 占 了 上 风 ， 现 在 线段 不 是 由 点 或 "不 可 分 . 
的 "部 分 组 成 ,而 是 被 理解 为 一 种 延伸 性 , 一 种 连续 的 介质 , 上 只 能 于 
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其 中 周 定 变量 的 单个 点 .单个 值 ， 数 学 家 当时 也 讲 “ 延 伸 性 "了 , 在 
连续 和 不 连续 的 统一 中 , 连续 性 重 又 居于 统治 地 位 . 

但 是 分 析 的 发 展 要 求 变量 理论 的 进一步 精确 化 ， 首 先是 把 实 
数 看 作 变 量 的 任何 可 能 值 的 一 般 定义 的 进一步 糖 确 化 .在 上 世纪 
的 七 十 年 代 实数 的 理论 产生 了 ， 它 把 贱 眉 表示 为 点 的 集合 ， 相 应 
地 , 把 变量 变动 的 区 闻 表 示 为 实数 的 集合 。 连续 性 重 又 由 单个 的 
不 连续 的 点 组 成 ， 而 连续 性 的 性 质 则 表现 在 组 成 它 的 点 的 集合 的 
的 造 中 ， 这 个 概念 使 数学 得 到 很 大 成 就 ,因而 取得 优势 但 是 在 
这 个 概念 中 毕竟 也 发 现 了 它 本 身 的 深刻 末 难 ， 这 困难 引起 了 在 新 
的 阶段 上 重新 回 到 纯粹 连续 性 概念 的 企图 ， 也 可 以 用 其 他 方法 来 
改造 把 线段 看 作 点 的 集合 的 概念 。 对 于 数 、 变 量 、 函 数 等 概念 ， 许 
多 新 的 观点 在 产生 。 理论 正在 继续 发 展 ， 并 且 应 该 期 望 它 的 进 一 
步 发 展 . 

6. 算术 与 几何 的 相互 作用 不 仅 在 实数 概念 的 建立 中 起 了 作 
用 .几何 与 算术 , 或 者 更 正确 地 说 , 与 代数 的 这 种 相互 作用 也 表现 
在 数学 中 负数 和 复数 〔 即 e+5w 一 工 形式 的 数 ) 概念 的 确立 上 . 
负数 以 直线 上 从 零 起 向 左 排列 的 点 来 表示 。 复 数 则 代表 平面 上 的 
点 。 正 是 这 种 几何 表示 法 使 典 数 在 数学 中 鸡 轩 下来， 而 在 这 以 前 
它们 一 直 是 不 可 理解 的 . 

量 的 概念 进一步 发 展 , 例如 , 出 现 了 表示 有 方向 线段 的 向 量 及 
其 他 更 一 般 的 量 ( 张 量 ), 在 这 些 最 中 代数 重新 与 几何 结合 起 来 . 

各 种 数学 理论 的 结合 总 是 起 了 或 者 正在 起 着 重要 的 、 有 时 是 
决定 性 的 作用 ， 我 们 将 在 解析 几何 , 微分 和 积分 演算 , 复 变数 应 数 
理论 ， 最 新 的 所 谓 泛 函 分 析 以 及 其 他 理论 的 产生 的 例子 中 进一步 
君 到 这 一 点 在 数论 本 身 , 也 即 关于 整数 的 学 说 中 , 很 成 功 地 应 用 
了 与 过 续 性 紧密 有 关 前 许多 方法 一 一 无 穷 小 量 分 析 的 方法 和 几何 
方法 ,产生 了 这 个 理论 的 称 作 “ 解 析 数 论 和 “ 数 的 几何 ”的 庞大 章 
和 节 。 

根据 一 定 的 观点 ， 从 数学 的 基础 中 可 以 看 到 来 自 几 何 和 算术 
的 那些 概念 一 连续 性 和 代数 运算 (作为 算术 运算 的 推广 ) 的 一 般 
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概念 的 结合 .但 是 我 们 不 能 在 这 里 讲 这 些 困难 的 理论 .本 节 的 目 
的 只 要 建立 起 关于 概念 之 各 相互 作用 的 最 一 般 的 概念 ， 在 算术 各 
几何 的 相互 作用 的 例子 中 ， 在 数 的 概念 的 发 展 的 例子 中 建立 起 关 
于 在 数学 中 对 立 面 斗争 和 统一 的 最 一 般 观 念 . 


85. 初等 数学 时 代 


1， 数 学 的 发 展 不 能 归结 为 一 些 新 定理 的 简单 积累 , 而 包含 有 
数学 的 根本 变化 , 可 以 说 是 质 的 变化 ， 但 是 这 上 毕 质 的 变化 不 是 用 
破坏 和 取消 不 有 理论 的 方式 进行 的 ， 而 是 用 深化 和 推广 原 有 理论 
的 方式 , 用 以 前 的 发 展 作 准备 而 提出 新 的 概括 理论 的 方式 进行 的 ， 

从 最 一 般 的 观点 来 腹 , 数学 的 历史 可 以 分 为 四 个 基本 的 、 在 质 
上 相同 的 阶段 ， 当 然 , 精确 划分 这 些 阶段 是 不 可 能 的 , 因为 每 一 个 
相继 的 阶段 的 本 质 特 征 多 少 都 是 逐渐 形成 的 ， 不 过 这 些 阶 段 的 区 
蓝 和 它们 之 辣 的 过 湾 能 够 十 分 明显 地 者 示 出 来 . 

第 一 个 阶段 (或 时 期 ) 一 一 这 是 数学 作为 一 门 独立 的 、 纯 粹 理 
论 的 科学 的 萌芽 时 期 ， 这 个 时 期 从 最 古 的 时 代 起 , 次 止 于 纪元 前 
五 世纪 , 也许 更 旱 一 些 , 这 时 在 希腊 最 后 地 形成 了 具有 理论 和 证 曙 
之 间 的 迎 辑 关系 的 “纯粹 ”数学 (特别 是 在 纪元 前 五 世纪 出 现 了 几 
何 的 系统 的 阐述 , 例如 , 希 约 斯 的 希 波 克拉 特 所 著 的 “原理 ”)、 这 
个 时 期 是 算术 和 几何 形成 的 时 期 , 我们 已 经 足够 详尽 地 考察 过 了 ， 
当时 数学 是 作为 与 实践 直接 有 关 的 ， 从 经 验 中 提取 出 来 的 许多 单 
个 法 则 的 总 合 而 建立 起 来 的 ， 这 些 法 则 还 没有 形成 统一 的 具有 膛 
辑 关联 的 系统 ， 数 学 的 具有 定 至 的 逻辑 证 明 的 理论 性 质 随 着 材料 
的 积 昧 灌 成 得 非常 绥 蚀 。 算术 和 几何 还 没有 分 开 , 彼此 紧密 交错 
着 。 

第 二 个 时 期 可 以 称 之 为 初等 数学 即 常量 数学 的 时 期 ， 这 个 时 
期 的 基本 的 、 最 简单 的 结果 成 为 现在 中 学 课程 的 内 容 ， 这 个 时 期 
延续 了 将 近 两 千年 , 由 于 “高 等 "数学 的 建立 而 终止 于 十 七 世纪 . 在 
本 节 我 们 较 详 细 地 讲 一 讲 这 个 时 期 ， 在 下 一 节 和 令 述 第 三 和 第 四 个 
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时 期 一 一 分 析 的 建立 与 发 展 的 时 代 和 现代 数学 时 期 . 

2 初等 数学 时 期 也 可 以 分 成 基本 内 容 不 同 的 两 个 部 分 : 几何 
发 展 的 时 期 (到 纪元 二 世纪 ) 和 代数 优先 发 展 的 时 期 (从 二 世纪 到 
十 七 世纪 )。 又 可 以 按照 历史 条 件 的 不 同 把 它 分 成 三 个 时 期 , 分别 
称 为 “希腊 的 ”“ 东 方 的 ”和 “ 欧 济 文艺 复兴 时 代 的 ”时 莫 。 希 腾 时 
期 正好 和 希腊 文 化 普遍 繁荣 的 时 代 一 致 起 始 于 纪元 前 七 世纪 , 到 
纪元 前 三 世纪 , 到 最 伟大 的 古代 几何 学 家 了 欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 、 阿 
波 洛 尼 的 时 代 达 到 了 自己 的 顶峰 , 而 终止 于 纪元 六 世纪 ， 数 学 , 竺 
别 是 几何 学 在 希腊 达到 惊人 的 繁荣 、 我 们 知道 很 多 希腊 数学 家 的 
名 字 利 工作 成 果 ， 虽 然 他 们 的 原著 流传 到 现在 的 并 不 多 . 同时 什 
得 注意 的 是 , 在 纪元 一 世纪 , 兴盛 的 罗马 并 没有 在 数学 上 作出 什么 
呐 献 , 而 那 时 被 他 们 奴役 的 希腊 , 科学 却 更 为 繁 如 . 

希腊 人 不 仅 在 欧 几 里 得 的 
< 原本 > 中 所 讲 到 的 和 现在 中 学 
课程 内 容 的 范围 内 发 展 了 初等 
几何 并 把 它 导 向 完整 的 系统 ， 
还 得 到 许多 非常 重要 的 结果 , 
例如 , 他 们 研究 了 回 锥 曲线 : 梢 
圆 , 双 曲 线 , 抛物 线 ; 证 明了 某 
些 属 于 所 调 射影 几何 初步 的 定 
理 ; 以 天 文学 的 需 台 为 指南 , 建 
立 了 球面 几何 (在 纪元 一 世纪 ) 








元 前 二 世纪 , 克拉 夫 基 ' 托 勒 密 一 一 纪元 二 世纪 ?); 确定 了 一 系列 
复杂 图 形 的 面积 和 体积 ， 比 如 ， 阿 基 米 德 确定 了 抛物 线 弓 形 的 面 
积 , 证 明 它 等 于 包 住 这 个 弓形 的 长 方形 面积 的 2/3 (图 分, 希腊 人 
甚至 已 经 知道 了 这 样 一 条 定理 : 在 所 有 具有 给 定 表 面积 的 物体 中 ， 
球 有 最 大 的 体积 ,但 是 这 个 定理 的 证 明 没有 保留 下 来 , 而 这 个 证 办 

了 托 勒 密 认为 地 妹 是 字 宙 的 中 心 , 虽 球 图 绕 着 地 球 运动 他 是 作为 这 样 一 个 休 系 
前 创造 者 而 著名 的 。 这 个 体系 已 闭 哥 白 尼 推 轩 了 。 


是 这 样 困难 , 可 能 希腊 人 未 必 掌 气 了 定理 的 完全 的 证 明 ; 这 个 证 明 
是 在 十 九 世 纪 用 积分 演算 第 一 次 作出 来 的 . 

在 算术 和 代数 初步 的 领域 中 ， 希 腊 人 也 作 了 不 少 工作 。 正 象 
前 而 已 经 指出 过 的 , 他 们 莫 立 了 数论 的 基础 例如, 他 们 对 素数 的 
研究 ( 欧 儿 里 得 的 关于 存在 着 无 限 多 个 素数 的 定理 和 寻找 素数 用 
的 “ 爱 拉 托 斯 芬 的 第 了 于”) 以 及 解 整 数 方 程 ( 丢 番 图 ， 公 元 246- 一 830 
年 左右 ) 都 是 属于 这 方面 的 . 

我 们 已 经 说 过 , 希腊 人 发 现 了 无 理 量 , 但 是 是 在 几何 上 把 它们 
当 作 线段 加 以 考察 的 。 因 此 我 们 现在 在 代数 上 加 以 考察 的 许多 问 
题 , 希腊 人 是 在 几何 上 考察 的 . 他 们 对 解 二 次 方程 和 变换 无 理 凡 
的 类 示 就 是 这 样 , 例如 , 我 们 现在 写成 “十 oz 一 六 形式 的 方程 , 他 
们 读 作 : 寻找 这 样 一 个 线段 z, 使 得 以 它 为 边 作 成 的 正方 形 加 上 以 
它 和 给 定 的 线段 < 为 边 作成 的 长 方形 , 就 得 到 一 个 长 方形 , 它 和 给 
定 的 正方 形 -一 样 大 ， 几 何 的 统治 地 位 在 希腊 人 以 后 还 延续 了 很 长 
时 候 . 希腊 人 也 知道 求 出 平方 根 和 立方 根 的 方法 ， 知 道 算术 级 数 
利 几何 级 数 的 性 质 . 

所 以 ,希腊 人 已 经 掌握 了 现代 初等 代数 的 许多 材料 ,但 是 主要 
的 材料 还 不 够 , 如 负数 和 零 , 脱离 开 任何 一 种 几何 的 无 理 数 , 以 及 
发 达 的 字母 符号 系统 . 不 过 ， 和 番 图 已 经 运用 字母 符号 来 才 示 未 
知 数 和 它 的 方 次 , 还 有 加 、 减 号 等 特殊 记号 , 因此 他 写 出 了 代数 方 
程 ,但 是 还 只 带 着 具体 的 数字 系数 . 

在 几何 方面 希 噶 人 已 经 接近 于 “高 等 ”数学 ; 阿 基 米 德 一 一 在 
面积 和 体积 的 计算 中 接近 于 积分 演算 .阿波 洛 尼 一 一 在 关于 圆锥 
曲线 的 研究 中 接近 于 解析 几何 .他 实际 上 给 出 了 这 些 则 线 的 方 
程 ?, 不 过 是 用 几何 语言 来 表示 的 . 但 是 他 们 还 没有 任意 常量 和 
变量 的 一 般 概念 , 也 没有 那 种 必需 的 形式 一 一 代数 的 字母 符号 , 这 
些 出 现 于 另 一 个 时 代 并 能 使 他 们 的 研究 变 成 进入 高 等 数学 的 新 理 

卫 他 给 出 了 带 有 顶点 的 国 维 曲线 的 “方程 "， 例 如 ， 推 物 线 的 方程 ” 护 一 2pr, 他 


表示 成 这 样 : 以 为 边 的 正方 形 与 以 2p 和 为 边 的 长 方形 一 样 大 (当然 , 他 别 相 应 的 
线 仆 来 代 竺 符号 2, x 扮 、 
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论 的 起 源 ， 这 些 新 理论 的 创立 者 过 了 千年 以 后 在 很 大 程度 上 还 是 
以 希腊 学 者 们 的 遗 作 为 指针 的 . 笛 卡 儿 正 是 从 清理 希腊 人 遗留 下 
来 的 问题 做 手 建 立 了 解析 儿 何 基础 的 著作 < 几何 学 > (1637) 的 . 

一 般 规律 是 这 样 的 , 引起 了 新 的 深刻 问题 的 旧 理 论 , 本身 好 象 
停 步 不 前 ,而 为 了 进一步 发 展 要 求 产生 新 的 形式 和 恩 想 . 这 些 新 
的 形式 和 思想 的 产生 又 要 求 男 外 一 些 条 件 。 在 古代 社会 没有 也 不 
可 能 有 过渡 到 高 等 数学 的 条 件 ， 这 些 条 件 随 着 自然 科学 在 新 时 代 
的 发 展 而 出 现 ， 而 这 种 发 展 在 十 六 一 十 七 世纪 又 决定 于 技术 和 工 
业 的 新 的 需要 , 因而 是 与 资本 主义 的 萌芽 和 发 展 有 联系 的 . 

希腊 人 透 初 地 研究 了 初等 几何 ， 正 应 该 以 此 来 解释 这 样 一 个 
事实 ， 即 几何 的 光辉 发 展 直 到 现代 开始 以 前 已 经 穷 赐 ， 而 由 托 过 
窗 、 丢 番 图 等 人 工作 中 的 三 角 和 代数 的 发 展 所 代替 . 可 以 认为 丢 
番 图 的 工作 正 是 代数 占 主导 地 位 的 时 期 的 开端 但 是 直到 古代 社 
会 末期 也 还 不 能 把 科学 进一步 推 向 这 新 的 方向 . 

应 该 指出 , 远 在 这 以 前 好 几 个 世纪 ,中国 算术 已 达到 很 高 的 水 
平 ， 中 国学 者 们 在 纪元 前 二 世纪 到 一 世纪 就 叙述 了 三 元 一 次 联 立 
方程 组 算术 解 的 规划。 同时 在 历史 上 第 一 次 利用 负 系数 并 且 表 述 
了 对 负 量 进行 运算 的 规则 . (但 是 正 象 丢 番 图 以 后 所 作出 的 一 样 ， 
他 们 寻找 的 解 本 身 只 是 正 的 .) 在 一 些 书 中 已 经 提出 了 求 平方 根 
和 立方 根 的 方法 . 

3、 随 着 希腊 科学 的 终结 , 在 欧洲 出 现 了 科学 菇 条 ,数学 发 展 
前 中 心 移 到 了 印度 、 中 亚细亚 和 阿拉 伯 国 家 *， 在 这 些 地 方 从 五 
世纪 到 十 五 世纪 的 一 千年 中 间 , 数学 主要 是 由 于 计算 的 需要 , 特别 
是 由 于 天 文学 的 需要 而 得 到 发 展 ; 东方 的 大 多 数 数学 家 也 就 是 天 
文学 家 。 当然 ， 他们 对 于 希腊 的 几何 学 几乎 没有 添加 任何 显著 结 
果 ; 对 这 门 科 学 他 们 只 是 把 希 工 人 的 作品 保留 给 后 世 ， 但 是 印度 、 


了 为 了 表明 时 间 起 见 ,我 们 指出 某 此 杰出 的 东方 数学 家 的 生 和 年 代 ， 印 度 人 : 阿 
利 亚 布 哈 大 一 一 生 于 476 年 左右 ; 布 拉 马 抽 蜂 一 一 约 598 一 660 年 ; 巴 斯 加 拉 一 一 七 此 
纪 ; 花 刺 于 寞 人 : 阿 时 - 花 刺 于 模 一 一 九 世纪 ; 阿里 比 鲁尼 一 一 973 一 1043 年 ; 在 阿 塞 
刑 洱 工作 过 的 纳西 次 丁 . 震 西 一 -1201 一 1374 年 ; 在 燥 玛 尔 干 工作 过 的 吉 雅 赛 金 ' 杰 
如 施 德 一 一 十 五 世纪 。 
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阿拉 信和 中 亚细亚 的 数学 家 们 在 算术 和 代数 领域 中 达到 了 巨大 成 
就 

正如 我 们 在 $ 2 中 讲 过 的 ， 印 度 人 发 明了 现代 计数 法 。 他们 
也 引进 了 负数 ， 并 把 正 歼 和 负数 的 对 立 与 财产 和 债务 的 对 立 或 者 
直线 上 两 个 方向 的 对 立 联系 了 起 来 。 最 后 , 他们 开始 象 运用 有 理 
量 一 样 地 运用 无 理 量 ， 和 希腊 人 不 同 的 是 他 们 没有 无 理 量 的 儿 何 
表示 ， 他 们 还 有 表示 各 种 代数 运算 包括 求 根 的 特殊 答 号 ， 正 是 因 
为 印度 和 中 亚细亚 的 学 者 们 没有 对 无 理 量 和 有 理 量 的 区 别 感到 困 
了 惑 , 他 们 才能 够 战胜 几何 的 “ 跑 雇 (这 正 是 希 嘛 数学 的 特征 ), 从 证 
使 代数 从 希腊 人 硬 加 给 数学 的 笨 抽 几何 外 充 中 解放 出 来 ， 打 开 了 
真正 的 发 展 道 路 . 

伟大 的 诗人 兼 数学 家 奥 玛 尔 - 海 扬 ( 约 1048 一 1123) 和 纳西 艾 
丁 ' 导 西 已 清楚 地 指明 两 个 量 (不 管 是 可 通 约 量 还 是 不 可 通 约 最 ) 
的 任 一 种 比 都 可 以 称 为 数 ; 于 是 ,我 们 在 他 们 那里 就 已 经 找到 了 至 
《无 论 有 理 数 或 无 理 数 ) 的 一 般 定义 ， 这 个 定义 我 们 在 前 面 $4 中 
作为 牛顿 的 陈述 已 经 提 到 过 ， 如 果 注 意 到 负数 各 无理 数 得 到 所 有 
欧洲 数学 家 的 完全 承认 是 很 迟 的 事情 ， 其 至 迟到 欧洲 开始 了 数学 
的 复兴 以 后 , 那 末 这 些 成 就 的 伟大 就 老 现 得 特别 明显 了 ， 例 如 , 著 
名 法 国 数学 察 维 耶 特 (1540 一 1603)， 代 数 的 许多 结果 都 归功 于 
他 ,他 却 避 开 了 负数 ， 在 英国 其 至 到 十 八 世纪 还 对 负数 发 出 抗议 . 
这 些 数 被 认为 是 荒诞 的 ,因为 它们 比 零 还 少 , 就 是 “ 比 没 有 还 少 ”。 
而 现在 负数 即使 表 成 负 温 度 形式 也 成 为 习惯 的 了 ; 我 们 所 有 的 人 
都 能 从 报 上 读 到 和 局 得 “莫斯科 的 温度 是 一 8”” 意 味 着 什么 . 

“代数 ”这 个 字 本 身 起 源 于 九 世纪 时 的 花 刺 子 模 数 学 家 和 天 文 
学 家 穆罕默德 * 仇 本- 穆 斯 , 阿里 - 花 刺 于 模 ( 花 刺 子 模 的 穆 斯 的 儿 
子 穆罕默德 ) 的 作品 的 名 称 ; 它 的 关于 代数 的 著作 称 作 “al-Jabr 
w-al Mugabalab”, 意思 是 “整理 (直译 为 接骨 ) 和 对 比 、 整 理 一 一 

1) 应 读 注 总, 把 当时 数学 的 发 展 总 是 与 阿拉 伯 人 联系 起 来 是 不 对 的 ,阿拉伯 的 ” 


数学 这 个 术语 多 半 总 因为 许多 京 方 学 者 痢 采 省 随 着 亲近 估 保 路 的 扩展 而 访 传 开 来 的 
网 拉 伯 文字 。 
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al-Jabr 一 就 是 把 负 项 移 到 方程 的 另 一 边 ,对 比 一 al Mugabalab 
一 一 就 是 把 方程 两 边 的 相同 项 消 掉 . 

阿拉 伯 字 “al-Jabr” 翻译 成 拉丁 文 就 变 成 了 Algsbra， 而 al 
Mugalabab 被 略 去 了 ,所 以 出 现 了 “代数 ”这 个 名 称 本 身 ，. 

顺便 提 一 下 , 这 个 名 称 的 起 源 完全 符合 这 门 科学 本 身 的 内 容 . 
代数 的 基础 就 是 脱离 了 具体 数字 在 一 般 形 态 上 形式 地 加 以 考察 的 
关于 算术 运算 的 学 说 。 代 数 的 课题 首先 是 变换 表示 式 和 解 方 程 的 
形式 规则 ， 阿 里 * 花 刺 子 模 正 是 用 某 些 一 般 的 形式 规则 名 称 为 自 
己 的 书 命名 , 从 而 表示 出 了 代数 的 真 骨 . 

此 后 , 奥 玛 尔 * 海 扬 把 代数 定义 为 解 方程 的 科学 ， 这 个 定义 站 
到 上 一 世纪 来 以 前 都 还 保持 着 它 的 意义 ， 那 时 在 代数 中 除 方程 论 
外 还 形成 了 许多 新 方向 , 根本 改变 了 代数 的 面 狐 ,但 是 并 没有 改变 
它 作为 一 门 关 于 形式 运算 的 一 般 学 说 的 总 精神 . 

中 亚细亚 的 数学 家 们 找到 了 求 根 和 一 系列 方程 的 近似 解 的 方 
法 , 找到 了 “牛顿 二 项 式 定理 ”的 普遍 公式 , 虽然 只 是 用 自己 的 语言 
表示 它 , 他 们 有 力 地 推进 了 三 角 学 , 把 它 建成 一 个 系统 , 并 且 计 算 
出 非常 准确 的 正 避 表 这些 表 是 数学 家 吉 雅 赛 金 ( 约 1427 年 ) 为 
了 在 乌 效 别克 工作 过 的 著名 天 文学 家 乌 鲁 哥 别 克 在 天 文学 上 的 需 
要 而 计算 出 来 的 , 吉 雅 赛 金 还 发 明了 十 进位 小 数 , 比 欧洲 再 度 发 明 
小 数 早 150 年 . 

总 之 , 中 世纪 时 期 , 在 印度 和 中 亚细亚 , 现代 十 进位 计数 法 ( 包 
括 小 数 )、 初 等 代数 和 三 角 差不多 已 完全 地 形成 了 ， 这 时 中 国 科学 
的 成 就 开始 传 入 邻 国 ， 约 在 六 世纪 中 国 已 经 知道 最 简单 的 不 定 方 
程 解法 , 知道 几何 中 的 近似 计算 以 及 三 次 方程 最 原始 的 近似 解法 . 
从 中 学 代数 课程 的 材料 来 看 ， 十 六 世纪 时 所 缺少 的 大 概 只 是 对 数 
和 虚数 .此 外 ,还 缺乏 字母 符号 系统 : 代数 的 内 容 驻 过 它 的 形式 ， 
但 是 这 种 形式 是 必需 的 ， 因 为 对 具体 数字 的 抽象 和 一 般 规则 的 形 
成 都 要 求 有 相应 的 表示 方法 ， 需 要 用 符号 来 表示 任何 数 和 对 于 数 

3)》 伪 得 注意 的 是 ,表示 计算 方法 和 规则 的 数学 术语 "四 法 ”(azropa$iu) 也 是 起 新 

于 阿里 - 花 科 子 入 的 名 袜 ， 


se 


的 运算 ， 阿 拉 伯 符 号 是 符合 于 代数 内 容 的 必要 形式 ， 正 象 在 远古 
时 代 , 为 了 运用 整数 , 应 该 制定 表示 它们 的 符号 一 样 , 现在 为 了 运 
用 任意 数 并 对 它们 给 出 一 般 规则 ,就 应 该 制定 相应 的 符号 。 这 个 
任务 , 从 希腊 时 代 就 开始 解决 , 而 直到 十 七 世纪 才 完成 , 这 时 在 笛 
卡 儿 利 其 他 人 的 工作 中 最 后 形成 了 现代 符号 系统 - 

4， 在 科学 复兴 时 期 , 欧洲 人 向 阿拉 伯 学 习 ， 并 且 根 据 阿拉 伯 
文 的 盔 译 熟识 了 希腊 科学 。 欧 几 里 得 、 托 勒 密 、 阿里 ' 花 刺 子 模 的 
著作 在 十 二 世纪 才 第 一 次 从 阿拉 伯 文 译 成 拉丁 文 一 一 当时 西欧 的 
共同 科学 语言 ， 这 时 候 通 过 对 早先 来 自 希腊 和 罗马 的 计数 法 的 计 
争 , 从 阿拉 伯 沿 袭 过 来 的 印度 计数 法 逐渐 地 在 欧洲 确定 下 来 了 . 

只 是 到 十 六 世纪 , 欧洲 科学 终于 第 一 次 越过 了 先 人 的 成 就 . 例 
如 ,意大利 人 塔 尔 塔 里 雅 和 费 拉 里 在 一 般 形 式 上 先 解 了 三 次 方程 ， 
然后 四 次 方程 ( 见 第 四 章 ). (注意 , 虽然 这 些 结果 没有 在 中 学 讲授 ， 
但 是 按 其 所 用 方法 的 水 平 是 局 于 初等 代数 的 ， 在 高 等 代数 中 必须 
包括 普遍 的 方程 理论 . ) 

在 这 个 时 期 第 一 次 开始 运用 虚数 (当时 是 纯粹 形式 的 ,没有 任 
何 现实 的 根据 , 因为 这 种 现实 根据 是 在 很 迟 以 后 ,直到 十 九 世 纪 初 
才 弄 清楚 的 )， 现 代 的 代数 符号 也 制造 出 来 了 , 其 中 不 仅 出 现 了 表 
未 未 知 数 的 字母 符号 , 也 出 现 了 表示 已 知 数 的 字母 符号 “a”, “6 
等 等 ( 维 耶 特 在 1591 年 作出 的 )， 随 着 代数 的 发 展 许多 数学 家 参 
加 了 这 项 工作 。 顺 便 指出 , 当时 在 欧洲 出 现 了 十 进位 小 数 \ 尼 德 兰 
学 者 斯 还 文 在 1585 年 发 明了 并 且 写 出 了 它们 ). 

最 后 , 在 英国 纳 皮 尔 发 明了 供 天 文 计算 作 参考 的 对 数 ， 并 在 
1614 年 予以 发 表 , 而 布 利 格 计算 出 来 第 一 批 十 进位 对 数 表 , 是 出 
现在 1624 年 ". 

1》 指出 这 样 一 点 是 有 趣 的 , 即 纳 皮尔 所定 义 的 对 数 并 不 象 我 们 现在 所 说 的 : 在 公 
式 z~ar 中 数 2 是 z 以 9 为 底 的 对 数 。 对 数 的 这 种 定义 较 允 才 出 现 。 而 纳 皮 尔 的 定 
义 同 变价 和 无穷 小 量 的 标 念 联系 了 起 来, 归结 为 这 样 的 形式 : “的 对 数 y 一 f(z) 是 这 
样 一 个 瑟 数 , 它 的 洋 长 速 讼 与 < 成 反比 ,好 y 一 人 ( 兄 第 二 章 )。 所 以 , 本 质 上 雪原 始 
的 是 定义 了 对 数 的 繁 分 方程 , 设 热 那 四 微分 还 没有 蕉 发 明 。 

9 。 


当时 在 欧洲 也 出 现 了 “组 合 论 " 和 “ 生 顿 二 项 式 定理 ”” 的 普 衣 
公式 ;级 数 知 道 得 更 旱 ， 所 以 ,初等 代数 的 建立 是 完成 了 ， 同 时 在 
十 七 世纪 初 , 结束 了 常量 数学 即 初等 数学 的 怠 个 时 期 ,现在 中 学 里 
学 习 的 就 是 这 些 初等 数学 , 只 有 不 多 的 增 深 ; 算术 ,初等 几何 , 三 
角 , 初 壬 代数 的 一 切 重要 内 容 在 当时 都 形成 了 ， 以 后 则 是 向 高 等 
数学 一 一 变 重 数学 的 过 渡 . 

但 是 不 应 该 设想 初等 数学 的 发 展 就 此 壮 束 了 . 它 仍 继续 发 展 
状 ， 例 如 , 在 初等 几何 中 就 不 断 出 现 过 和 将 要 出 现 许 多 新 的 结 昧 ， 
并 且 正 是 因为 数学 进一步 发 展 ， 我 们 才能 更 清楚 地 理解 初等 数学 
的 本 质 。 但 是 现在 变 基 、 丽 数 、 极 根 等 概念 在 数学 中 已 具有 指导 的 
作用 。 从 初等 数学 提出 的 许多 问题 现在 不 仅 常 异 助 于 高 等 数学 路 
的 这 些 概念 以 及 和 它们 有 关 的 方法 来 立 明 和 解决 ， 而 且 这 些 问题 
有 时 根本 不 可 能 用 初等 方法 去 解决 ， 就 是 由 于 有 了 这 些 高 等 数学 
的 概念 和 方法 ， 从 初等 数学 所 出 的 许多 问题 现在 成 了 更 普遍 的 结 
果 乃 至 理论 的 起 源 ， 这 方面 的 例子 有 已 经 提 到 过 的 图 形 的 规则 系 
统 理论 或 者 一 些 数论 问题 , 这 些 问题 就 其 陈述 来 说 是 初等 的 , 但 就 
其 解决 的 方法 来 说 却 完全 不 是 初等 的 , 关于 这 些 例子 读者 可 在 第 
十 章 ( 第 二 誉 ) 更 详细 地 了 解 到 . 


86. 变量 的 数学 


1. 到 十 六 世纪 ， 对 于 运动 的 研究 变 成 了 自然 科学 的 中 心 问 
题 ， 实 践 的 需要 和 各 门 科学 本 身 的 全 部 发 展 使 自然 科学 转向 对 运 
动 的 研究 ， 对 各 种 变化 过 程 和 各 种 变化 者 的 量 之 问 的 依赖 关系 的 
研究 . 

作为 变化 着 的 量 的 一 般 性 质 及 它们 之 间 依赖 关系 的 反映 ， 在 
数学 中 产生 了 变量 和 函数 的 梳 念 ， 而 数学 对 象 的 这 种 根本 扩展 成 
决定 了 向 数学 的 新 阶段 一 一 变量 的 数学 的 过 渡 . 


了 D 这 个 公式 以 牛 领 为 名 , 不 是 质 为 他 第 一 次 发 现 了 它 , 而 是 因为 他 把 这 个 公式 闪 
正 整 效 推广 到 任意 分 数 和 无 理 致 
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物体 沿 着 给 定 的 轨道 运动 ， 比 如 沿 直线 运动 的 规律 是 这 样 决 
定 的 , 即 物体 走 过 的 路 程 随时 间 而 增加 . 

例如 , 合 利 略 (1564 一 1642) 确定 了 落体 所 通过 的 路 程 与 时 间 
的 平方 成 比例 地 增长 , 发 现 了 落体 的 规律 , 这 个 规律 表示 成 著名 的 
公元 ， 

:全 全 

(这 里 9s9. 时 米 / 秒 9 。 

一 般 她 ， 运 动 规律 给 轧 在 时 间 + 之 内 所 走 过 的 路 程 ， 这 里 时 
间 主 和 路 程 8 是 两 个 变量 :“ 自 变量 ”和 “应 变量 ”而 对 应 于 每 个 时 
问 二 有 一 段 确定 的 路 程 % 这 个 事实 就 表示 路 程 ， 是 时 间 # 的 隙 
数 ， 

变量 和 范 数 这 两 个 数学 概念 , 无非 就 是 具体 变量 (如 时 间 、 路 
程 、 速度、 转动 角 、 扫 过 的 面积 等 等 ) 和 它们 之 间 的 依赖 关系 (如 路 
程 对 时 间 的 依赖 关系 等 等 ) 的 抽象 概括 。 正 像 实数 的 概念 是 任意 
景 的 值 的 抽象 模型 一 样 “ 变 量 " 是 变化 着 前 量 一 一 在 加 以 考察 的 
过 程 中 必然 采取 不 同 信 的 量 一 一 的 抽象 模型 。 数 学 变量 无 非 就 
龙 “ 某 种 量 ”, 或 说 得 更 好 一 些 , 不 管 哪 种 量 , 只 要 能 取 各 种 不 同 数 
值 的 量 , 这 就 是 一 般 的 变化 着 的 量 ; 可 以 把 它 理解 为 时 间 、 路 程 或 
任何 其 他 的 量 ， 

函数 也 完全 一 样 ， 它 是 一 个 变量 对 另 一 个 变量 的 依赖 关系 的 
扫 象 模型 .9 是 闻 的 函数 这 个 断言 ,在 数学 中 就 表示 : 对 于 每 个 取 
为 wz 的 值 ,对 应 着 一 个 确定 的 y 值 ,，( 这 种 对 应 本 身 或 y 值 对 2 值 
的 对 应 规律 也 就 称 为 函数 ) 例如 , 按照 浅 体 规律 , 通过 的 路 程 与 陈 
深 时 间 由 上 式 (]) 联 系 起 来 。 路 程 是 时 间 的 函数 ， 

运动 着 的 物体 的 能 量 是 通过 它 的 质量 和 速度 按照 公式 


me 
Wi 全 


赤 示 的 ， 对 于 给 定 的 物体 ,能 量 是 速度 v 的 函数 
在 导线 中 用 电流 道 过 时 单位 时 间 内 产生 的 热量 按照 已 知 的 规 


"le. 












律 以 公式 

让 全 
来 类 示 , 这 里 工 -一 电流 强度 , 而 及 一 导线 的 电 腿 ， 当 电阻 一 定 
时 ， 对 于 每 一 电流 强度 的 值 工 对 应 着 在 单位 时 间 内 产生 出 来 的 殉 
定 的 热量 @。 记 以 ，@ 是 工 的 函数 ， 





具有 给 定 锐角 a 和 直角 边 z 的 直角 三 
角形 的 面积 (图 局 以 下 列 公式 
5 一 圭 才 志 a (a) 
= 来 表示 ， 当 角度 确定 时 , 面积 是 直角 这 
图 5 妃 的 函数 . 
所 有 的 公式 (1]) 一 (4) 可 以 统一 成 一 个 公式 ， 
y= 二 ov (® 


这 就 是 从 具体 变量 4， s, 召 , @,% 等 等 过 湾 到 一 般 变 量 ” 和 2 从 
具体 的 依赖 关系 ( 思 ，(2，(3)，( 风 过 湾 到 它们 的 一 般 形 式 ( 瑟 . 如 
果 力 学 和 电学 研究 的 是 与 具体 最 联系 着 的 具体 公式 (1), (2), (3)， 
那 本 关于 函数 的 数学 学 说 研究 的 则 是 与 任何 具体 量 都 没有 联系 的 
一 般 公 式 (5). 

对 于 具体 量 的 进一步 抽象 就 是 : 不 是 考察 像 y= 二 a y™ 
sing, y 一 lgw 等 等 y 对 于 2 的 给 定 依赖 关系 ， 曾 是 考察 对 于 = 
的 一 般 函 数 关系 , 以 抽象 公式 

y=-f(®) 
来 表示 。 这 个 公式 的 意思 是 : 量 y 是 i Me 就 是 说 , 对 于 


这 样 或 那样 的 给 定 函 数 (y= 二 ao ysinz 等 等 ) 是 数学 的 对 


条 ,而 且 任意 的 (更 准确 地 说 : 多 少 是 任意 的 ) 函数 也 成 了 数学 的 对 
象 ， 起 先是 舍弃 具 体 量 , 而 后 是 舍弃 具体 函数 的 这 种 抽象 步骤 与 
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整数 概念 形成 时 所 经 历 的 抽象 步骤 相似 ， 即 起 先是 含 弃 具 体 的 物 
体 集合 而 进入 关于 单个 数 的 概念 (1, 8, 12 等 等 ), 再 一 步 抽象 就 
进入 任意 整数 的 概念 , 这 种 概括 是 分 析 各 综合 , 对 个 别 关 系 的 分 析 
和 在 新 概念 形式 中 表现 这 些 关系 之 一 般 特征 的 综合 的 深刻 相互 作 
用 的 结果 . 

数学 中 专门 研究 画 数 的 领域 叫 作 分 析 ， 和 数学 分 析 或 者 有 时 候 
册 作 无 穷 小 量 的 分 析 ， 这 最 后 一 个 名 称 的 来 源 是 因为 无 穷 小 最 概 
念 是 研究 画 数 的 重要 工具 (这 概念 的 内 容 和 意义 将 在 第 二 章 中 说 
明 ). 

因为 函数 是 一 个 量 对 于 另 一 个 量 的 依赖 关系 的 抽象 模型 ， 所 
以 可 以 说 , 分 析 是 以 变量 之 间 的 依赖 关系 作为 自己 的 对 象 , 但 是 不 
是 这 些 或 那 此 具体 量 之 间 的 依赖 关系 ， 而 是 脱离 了 它们 的 内 容 的 
一 般 变 量 之 间 的 依赖 关系 . 这 样 的 抽象 保证 分 析 有 广泛 的 应 用 ， 
为 分 析 在 一 个 公式 中 ， 一 个 定理 中 包括 了 无 穷 多 种 可 能 的 具体 情 
况 ， 简单 的 公式 (1) 一 (5) 就 是 例证 . 在 这 里 可 以 看 出 分 析 同 算术 、 
代数 是 完全 类 似 的 。 它们 都 是 从 一 定 的 实际 问题 产生 ， 都 是 在 一 
般 的 、 抽 象 的 形式 中 反映 出 现实 界 的 现实 的 和 量 的 关系 . 

2， 所 以 ,从 十 七 世纪 开始 的 数学 的 新 时 期 一 一 变量 数学 时 期 
可 以 定义 为 分 析出 现 和 发 展 的 时 期 (这 是 以 前 例 举 过 的 数学 发 展 
的 几 个 重要 阶段 的 第 三 个 )， 但 是 ,大 家 知道 ， 任何 一 种 理论 都 不 
能 只 是 由 于 一 些 新 概念 的 形成 而 产生 ， 同 样 地 分 析 也 不 能 只 是 出 
之 于 变量 和 函数 的 一 些 概 念 之 中 。 为 了 建立 理论 , 尤其 是 建立 像 
数学 分 析 那 样 的 整个 科学 部 门 , 必须 要 使 新 概念 动作 起 来 , 要 运用 
它们 发 现 新 的 相互 关系 , 要 使 它们 能 够 解决 新 的 问题 . 

不 但 如 此 ， 新 概念 本 身 只 是 在 它们 加 以 解决 的 那些 问题 的 某 
础 上 ,只 是 在 把 它们 包括 在 内 的 那些 定理 的 基础 上 才能 发 生 、 发 
展 、 精确 化 和 概括 化 。 变量 和 函数 的 概念 不 是 一 下 子 就 现成 地 从 
徊 利 略 、 笛 卡 此 .牛顿 或 任何 人 那里 产生 出 来 的 ， 它 们 在 许多 数学 
家 那里 朝 芽 (例如 , 在 纳 皮 尔 那里 与 对 数 联 系 着 ), 然后 在 牛 否 和 菜 
布 尼 苞 那里 采取 了 或 多 或 少 清晰 的 , 但 还 远 不 是 最 终 的 形式 , 以 后 
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它们 随 着 分 析 的 发 展 而 精 硫化 和 摄 括 化 ， 它 们 的 现代 定义 直到 十 
九 世 纪 才 形 成 ,但 是 这 种 定义 也 不 是 绝对 严格 和 完全 终结 了 的 . 放 
数 概念 本 身 的 发 展 直到 现在 还 在 继续 着 

数学 分 析 是 在 已 形成 着 的 力学 的 材料 基础 上， 在 几何 问题 入 
从 代数 引出 的 方法 和 问题 的 基础 上 建立 起 来 的 

在 变 最 数学 的 建立 中 第 一 个 决定 性 步骤 出 现在 1637 合乎 卡 
儿 的 作品 几何 学 > 中 ,在 这 本 书 里 英 定 了 所 调解 析 儿 何 的 基础 ,下 
谭 讲 一 讲 销 卡 儿 的 基本 思想 ， 

假设 我 们 有 有 方程 ， 

wat, (6) 
在 代 数 中 ,把 2 和 理解 为 未 知 数 ,但 是 因为 所 给 的 方程 不 能 把 这 
两 个 来 知 数 确定 ,所 以 从 代数 观点 看 来 对 它 没 有 什么 大 的 兴趣 . 订 
笛 卡 儿 不 把 它们 看 作 应 该 从 方程 解 出 的 未 知 数 ， 却 把 它们 者 作 杰 
了 ; 这 时 方程 本 身 就 表示 这 两 个 变 最 之 问 的 依赖 关系 ， 这 种 方程 ， 
在 把 所 有 的 项 都 移 到 左边 以 后 , 可 以 写成 如 下 的 一 般 形式 
Po y) ~0. 

其 次 ， 币 卡 儿 在 平面 上 引进 了 现在 称 之 为 笛 卡 儿 坐 标 (图 6) 
的 mm y， 于 是 每 一 对 值 2， 9 都 对 应 于 一 个 点 ， 反 过 来 , 每 一 个 点 
对 应 于 它 的 华 标 @, y， 因 此 ,方程 也 (w, y) -0 就 决定 了 平面 上 
的 一 些 点 的 胃 谈 ,而 这 些 点 的 举 宗 清 足 这 个 方程 ， 一 般 说 洲 , 这 尼 
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某 一 条 曲线 ， 例 如 ,方程 66) 决定 一 个 以 坐标 原点 为 中 心 以 
径 的 圆 . 事实 上 从 围 7 可 以 看 出 : 按照 毕 达 囊 拉 斯 定理 ,四 二 妇 等 
于 从 原点 到 坐标 为 w 9 的 对 点 的 耻 离 的 平方 。 所 以 方程 (6) 确 
定 了 与 原点 的 距离 是 sa 的 那些 点 的 轨迹 , 也 就 是 国 . 

反之 ， 由 这 样 或 那样 几何 条 件 所 决定 的 点 的 轨迹 也 可 以 给 出 
借助 于 坐标 用 代数 语言 宸 达 同 样 条 件 的 方程 。 例如 , 决定 贺 的 几 
何 条 件 一 一 加 就 是 与 给 定点 等 距离 的 那些 点 的 几何 位 置 一 一 这 个 
条 件 若 用 代数 语言 即 以 方程 (6) 表 示 . 

这 样 , 解析 几何 的 一 般 课题 和 方法 就 是 : 以 带 有 两 个 变量 的 这 
个 或 那个 方程 来 表示 平面 曲线 并 且 根据 方程 的 代数 性 质 来 研究 相 
应 曲线 的 几何 性 质 , 以 及 反 过 来 : 根据 给 出 曲线 的 几何 条 件 ， 找 出 
它 的 方程 ， 然 后 再 根据 方程 的 代数 性 质 来 研究 这 条 曲线 的 几何 性 
质 ， 几何 问题 可 以 用 这 样 的 方法 归结 为 代数 问题 ,以 及 归根 到 底 
归结 为 数量 的 关系 和 计算 . 

关于 解析 几何 方法 的 内 容 将 在 第 三 章 中 详细 说 明 ， 现 在 我们 
只 注意 到 这 样 一 点 ， 即 从 我 们 以 上 简短 的 叙述 中 就 可 以 略 出 , 几 
何 、 代数 和 一 般 变 量 概 念 的 结合 是 这 个 方法 的 起 源 。 解析 几何 造 
础 中 的 主要 几何 内 容 是 圆锥 曲线 ( 椭 图 、 双 曲 线 、 抛物 线 ) 的 理论 . 
这 个 理论 , 我 们 已 经 指出 过 , 早 在 古代 就 得 到 了 发 展 ; 阿波 治 尼 的 
结论 已 在 几何 形式 上 包括 了 图 狼 曲 线 的 方程 ， 这 种 几何 内 容 同 希 
腊 时 期 以 后 由 数学 发 展 已 准备 好 的 代数 形式 结合 ， 又 间 由 研究 运 
动 而 产生 的 一 般 变量 概念 结合 就 构成 了 解析 几何 , 

如 果 对 希腊 人 来 说 ,圆锥 曲线 只 是 具有 纯粹 数学 兴趣 的 对 象 ， 
那 末 到 了 秆 卡 儿 时 代 , 研究 它们 就 对 天 文学 、 力 学 和 技术 都 有 现实 
的 意义 ， 刻 普 勒 (1571 一 1630) 发 现行 星 是 党 椭圆 形 轨道 图 绕 太 
阳 运 动 , 伽利略 则 确定 : 投掷 的 物体 , 比如 石头 或 起 弹 , 是 沿 抛物 线 
飞 出 (如 果 可 以 忽略 空气 阻力 , 则 是 第 一 级 的 近似 )。 因 而 , 有 关 回 
包 曲 线 备 种 数据 的 计算 成 为 迫切 必要 的 了 。 币 卡 儿 的 方法 正 荐 解 
决 了 这 个 迫切 的 问题 。 总 之 ， 这 个 方法 是 由 以 前 数学 的 发 展 所 淮 
和 摆好 的 ,是 由 科学 和 技术 的 迫切 需要 而 引起 的 。 
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383， 牛顿 开业 布 尼 蒋 在 十 七 世纪 后 半 叶 建立 了 得 积分 , 这 是 变 
时 数学 发 展 的 第 二 个 决定 性 步骤 . 这 也 正 是 分 析 的 实际 产生 ， 因 
为 微 积分 和 解析 几何 不 同 , 它 的 对 象 是 函数 本 身 的 性 质 ,而 解析 几 
何 的 对 象 毕竟 还 是 几何 图 形 。 事实 上 牛顿 和 莱 布 尼 茨 只 是 把 许多 
数学 家 都 曾 参加 过 的 巨大 准备 工作 完成 了 ， 它 的 原理 却 要 泪 源 于 
古代 希腊 人 所 创制 的 确定 而 积 和 体积 的 方法 

我 们 不 在 这 里 解释 向 积分 某 本 概念 的 内 容 ， 以 及 继 它 们 之 后 
的 分 析 理 论 一 一 这 些 理论 将 在 专门 一 章 中 说 明 .我 们 现在 只 注意 
微 积分 的 起 源 ， 主 要 是 力学 的 一 些 新 问题 和 几何 的 一 些 相当 老 的 
问题 作 绅 线 的 切线 和 确定 面积 和 体积 等 问题 成 了 微 积 分 的 起 源 . 
还 在 证 代 就 有 人 研究 过 这 些 问题 (只 要 提 到 阿 基 米 德 就 足够 了 ); 
在 十 七 世纪 初 刻 普 勒 、 卡 瓦 列 里 和 其 他 许多 数学 家 也 研究 过 这 些 
捅 题 ， 但 是 这 两 类 问题 之 间 的 显著 关系 的 发 现 以 及 解决 这 些 问 题 
的 .上 收 方法 的 形成 具有 决定 性 的 意义 一 一 这 应 委 功 于 牛顿 和 莱 布 
尼 闫 ， 

从 坐标 方法 中 引出 表示 一 个 量 对 另 一 个 量 的 依赖 关系 的 图 示 
法 ( 即 函数 的 图 示 法 ) 的 可 能 性 是 发 现 力学 问题 和 几何 问题 之 间 的 
显著 关系 的 基础 、 根据 以 曲线 表示 函数 的 图 示 法 ， 容 易 阐 明 作为 
微 积 分 起 源 的 力学 问题 和 几何 问题 的 关系 是 什么 ， 以 及 微 积分 的 
内 容 是 什么 

已 知 路 程 对 时 间 的 
关系 时 ， 微 分 基本 上 就 
是 寻求 运动 在 任意 给 定 
时 刻 的 速度 的 方法 ， 这 
个 问题 是 用 "微分 法 " 解 
决 的 ， 而 这 个 问题 和 在 

7 给 出 路 程 与 时 间 关 系 的 
图 示 的 那 条 曲线 上 作 急 

图 8 线 的 问题 完全 相当 ， 在 

# 时 刻 的 速度 就 是 图 上 对 应 于 + 的 那 一 点 上 的 切线 的 倾角 的 正切 


46 。 
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值 (图 8). 

已 知 速度 对 时 间 的 关系 时 ， 积 分 基本 上 就 是 寻求 所 通过 的 路 
程 的 方法 (或 者 一 般 地 ,寻求 变量 作用 的 总 结果 )， 这 个 问题 , 显然 
是 微分 问题 即 寻求 速度 问题 
的 反 疝 题 , 它 是 用 “积分 法 ” 
解决 的 ， 而 这 个 问题 又 和 寻 
求 在 给 出 速度 与 时 间 关系 的 
图 示 的 那 条 曲线 下 的 面积 的 
问题 完全 相当 ， 从 如 时刻 到 
ta 时 刻 所 通过 的 路 程 等 于 图 
上 速度 曲线 下 ， 对 应 于 姻 和 
4 的 两 条 直线 之 间 的 面积 值 
(图 约 . 

为 了 得 出 纯粹 形式 的 微 积分 问题 的 一 般 概 念 ， 应 该 摆脱 开 对 
微 积分 问题 的 力学 方式 的 提 法 , 应 该 讨论 一 般 函 数 , 而 不 是 讨论 路 
程 与 时 间或 速度 与 时 间 的 依赖 关系 ， 

除了 变量 和 西数 概念 以 外 ， 以 后 形成 的 极 根 概念 也 是 微 积分 
以 及 进一步 发 展 的 整个 分 析 的 基础 。 在 分 析 形 成 的 时 期 中 , 极限 
概念 代替 了 当时 运用 的 不 大 确切 的 无 穷 小 量 概念 按照 路 程 变化 
规律 , 实际 计算 速度 一 一 “微分 "和 按照 这 度 实际 计算 路 程 一 一 “ 积 
分 ”的 方法 是 以 结合 极 根 概 念 运用 代数 为 基础 的 。 分 析 就 是 由 于 
这 些 概念 ,方法 与 我 们 提 到 过 的 各 种 力学 问题 ,几何 问 题 以 及 某 些 
其 他 问题 (例如 ， 求 极 大 和 极 小 的 问题 ) 相 结合 而 产生 的 。 分 析 对 
半 力 学 的 发 展 已 是 必 不 可 少 的 东西 ， 在 力学 规律 自身 的 形成 过 程 
中 就 已 隐 讳 地 出 现 了 分 析 的 概念 。 牛顿 自己 把 他 的 第 二 定律 表述 
成 : “动量 的 变化 和 作用 力 成 正比 ”， 更 确切 些 说 : 动量 变化 的 速度 
和 和 力 成 正比 ， 为 了 运用 这 条 定律 , 就 必须 会 确定 某 个 量 的 变化 束 
度 , 就 是 说 会 求 微分 。 如 果 我 们 用 加 速度 与 力 成 正比 的 说 法 来 表 
述 这 条 定律 , 那 末 问题 仍然 存在 , 因为 加 速 康 无 非 是 速度 变化 的 过 
度 ， 辐 样 地 容易 理解 ; 为 了 确定 由 给 定 的 变化 着 的 力 引起 的 , 也 即 

= 和 嫩 。 
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一 般 常 说 依 给 定 的 变 加 速度 进行 的 运 双 的 规律 ， 总 必须 会 解决 相 
反 的 问题 一 一 由 基 的 变化 速度 找 久 这 个 量 本 喘 , 就 是 说 ,必须 求 积 
分 。 可 以 说 , 生 顿 为 了 有 可 能 发 展 力学 才 被 迫 发 明了 微 积分 . 

和 ， 同 微 积 分 一 道 ， 还 产生 了 分 析 的 另外 一 些 部 分 : 级 数理 论 
( 见 第 二 章 $ 14)， 微 分 方程 论 ( 见 第 二 卷 第 五 章 ， 第 六 章 ), 将 分 析 
应 用 和 几何 以 后 ， 就 从 几何 中 分 离 出 一 个 特殊 部 门 一 一 称 为 微分 
几何 , 是 关于 曲线 和 曲面 的 一 般 理论 ( 见 第 二 卷 第 七 章 ). 所 有 这 些 
理论 也 都 是 因 力学 、 物 理学 和 技术 问 是 的 需要 而 产生 并 向 前 发 展 
的 . 

微分 方程 论 一 一 分 析 的 最 重要 的 一 支 , 是 研究 这 样 一 种 方程 ， 
方程 中 的 未 知 项 已 经 不 是 量 , 而 是 函数 , 即 一 个 量 对 另 一 个 量 或 奴 
几 个 是 的 相依 规律 。 容 易 理解 , 这 样 的 问题 从 何 而 来 ， 在 力学 中 
聚 求 确定 物体 在 给 定 条 件 下 的 运动 规律 ， 而 不 是 速度 或 路 程 的 茶 
一 个 值 ， 在 流体 力学 中 , 要 求 按照 流体 总 量 找 出 速度 的 分 布 ,就 是 
找 出 速度 对 于 空间 三 个 举 标 以 及 时 间 的 依赖 关系 同样 , 在 电磁 
理论 中 要 求 找 出 整个 空间 中 的 场 强 ， 就 是 场 强 对 于 三 个 坐标 的 依 
开关 系 ， 还 有 许多 其 他 类 似 的 问题 . 

这 类 问题 常常 是 从 包括 流体 动力 学 和 弹性 理论 的 力学 、 声 学 、 
电磁 理论 以 及 热学 中 产生 的 .总 之 , 从 分 析 本 身 产生 之 日 起 , 它 的 
发 展 就 紧密 地 联系 着 力学 和 整个 物理 学 的 发 展 。 分 析 的 一 些 最 伟 
大 成 就 总 是 和 解决 上 述 科 学 部 门 所 提出 的 问题 有 关 . 从 牛顿 起 ， 
最 伟大 的 分 析 学 家 : 伯 努 利 (1700 一 1782) 和 欧 拉 (1707 一 1788)， 
拉 格 郎 日 (1786 一 1813) 和 庞 加 来 (1854 一 1912)， 奥 斯 特 洲 格拉 
特 斯 基 (1801 一 1861) 和 李 雅 普 诺 夫 (1857 一 1918) 以 及 许多 其 他 
的 人 ， 他 们 为 分 析 开 辟 新 道路 的 工作 通常 都 是 从 当时 精确 科学 的 
迫切 问题 出 发 的 . 

新 理论 就 是 这 样 产生 的 ， 欧 拉 和 拉 格 朗 日 和 力学 直接 相 联 系 
建立 了 分 析 的 新 分 支 一 -所 调 变 分 学 ( 见 第 二 卷 第 八 章 ), 而 在 十 
九 世纪 未 , 庇 加 来 和 李 雅 普 诺 夫 又 是 从 力学 问题 出 发 ,建立 了 所 谢 
执 分 方程 定性 理论 ( 郊 第 二 卷 第 五 章 87). 
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在 十 九 世 纪 , 新 的 重要 分 支 一 一 复 变 函数 论 使 分 析 的 内 容 更 
充实 了 ( 见 第 二 卷 第 九 章 )、 这 个 理论 的 萌芽 曾 出 现在 网 拉 和 某 些 
其 他 数学 家 的 作品 中 , 但 是 直到 十 九 世 纪 中 时 , 而 且 很 大 程度 上 是 
从 法 国 数学 家 柯 西 (1789 一 1857) 开始 才 形 成 严谨 的 理论 。 由 于 
这 个 理论 本 身 内 容 的 丰富 ， 更 因为 它 能 够 深刻 地 小 和 授 到 分 析 的 一 
系列 定律 中 并且 它 对 于 数学 本 身 , 物理 学 以 及 技术 的 许多 重要 站 
题 的 解决 都 有 重要 的 应 用 , 所 以 它 很 快 地 就 得 到 极 大 发 展 , 获得 各 
大 的 意义 、 

分 析 莲 过 地 发 展 荤 , 它 不 仅 成 为 数学 的 中 心 和 主要 部 分 ,而 且 
还 渗入 数学 中 较 古 老 的 范围 , 如 代数 、 几 何 甚至 数论 ， 人 们 开始 把 
代数 理解 为 基本 上 是 关于 以 多 项 式 来 表示 的 单 变量 或 多 变量 丽 数 
的 学 说 "， 解析 几何 和 微分 几何 开始 在 几何 中 居于 统治 地 位 、 最 
后 , 欧 拉 已 经 把 分 析 方 法 引入 数 沦 , 从 而 英 定 了 所 谓 解析 数论 的 基 
珊 , 它 的 发 展 联系 症 关 于 坊 数 的 科学 的 最 深刻 成 就. 

通过 分 析 及 其 变量 函数 航 限 等 概念 , 运动 .变化 等 思想 , 使 
辨证 法 思想 滩 入 了 全 部 数学 ， 同 样 地 , 基本 上 是 通过 分 析 , 数学 才 
经 受 了 精确 科学 和 技术 的 影响 ， 数 学 才 在 自然 科学 和 技术 的 发 展 
中 成 为 精确 表述 它们 的 规律 和 解决 它们 的 问题 的 方法 ， 正 像 在 希 
腊 人 那里 ,数学 基本 上 就 是 几何 一 样 , 可 以 说 , 在 牛顿 以 后 ,数学 基 
本 上 就 是 分 析 了 当然, 分 析 不 能 包括 数学 全 部 ; 在 几何 、 数论 和 
代数 中 都 保留 着 它们 特有 的 问题 和 方法 ， 比 如, 还 在 十 七 世纪 ,与 
解析 几何 间 时 , 就 产生 了 几何 的 另外 一 支 一 射影 几何 , 纯粹 几何 
的 方法 在 射影 几何 中 占 统 治 地 位 ， 它 以 物 休 在 平面 上 的 映像 ( 射 
影 ) 问 题 作为 自身 的 起 源 , 因而 特别 应 用 于 画 法 几何 . 

这 时 还 产生 了 数学 的 重要 新 部 门 一 一 概率 论 ， 它 以 在 大 量 现 
象 中 发 现 的 规律 性 作为 自己 的 对 象 ， 例 如 许多 次 的 射击 和 投 痢 钱 


1) 这 就 是 , 例如 一 aa 十 aae -1 十 “十 am 这 冬 形 式 的 函数 。 这 个 时 期 代数 的 于 
本 问题 〈 解 方程 ma 十 am- 十 … 十 om 一 9) 无 非 就 是 要 找 出 这 样 一 些 的 值 , 把 这 些 
值 代入 后 函数 Y 一 om" 十 er! 十 … 十 0。 就 等 于 备 、 解 六 窒 的 根 ) 本 身 的 存在 ,好 代 
数 的 基本 定理 ,是 用 分 析 亲 证 明 的 ( 见 第 四 章 第 三 节 )。 
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币 。 概率 论 近来 对 物理 学 和 技术 具有 特殊 的 意义 ; 俄国 的 和 苏联 
的 数学 家 们 的 工作 在 促使 概率 论 的 兴 旋 方面 起 了 很 大 作用 ， 它 的 
兴盛 也 决定 于 从 自然 科学 和 实践 中 提出 的 问题 以 及 分 析 方 法 的 运 
用 .这 个 理论 的 特点 是 : 它 研究 “ 随 视 事件 ”的 规律 ,给 出 了 研究 出 
钢 于 偶然 性 中 的 必然 性 的 数学 方法 .概率 论 的 基础 将 在 第 二 着 第 
十 一 章 中 说 明 . 

5。 尽管 分 析 具 有 抽象 的 性 质 , 却 给 予 自 然 科 学 和 技术 以 解 次 
各 式 各 样 问题 的 有 力 方法 。 我 们 已 经 提 过 其 中 的 一 些 问题 : 已 知 
某 基 本身 和 时 间 的 关系 时 求 这 量 的 变化 速度 ， 确 定 曲 线 图 形 的 而 
积 和 物体 的 体积 ; 确定 某 个 过 程 的 总 结果 或 变量 的 总 作用 .又 如 ， 
积分 可 以 确定 当 压力 按 已 知 规律 变化 时 气体 膨胀 所 作 的 功 ， 积分 
还 可 以 从 确立 一 个 点 电荷 的 场 强 的 库伦 定律 出 发 ， 计 算 任何 复杂 
的 电荷 系统 的 杨 强 , 等 等 . 

此 外 , 分 析 给 出 在 这 样 或 那样 条 件 下 求 量 的 最 大 值 和 最 小 值 
的 方法 ， 例 如 ,借助 于 分 析 , 容易 确定 当 体积 一 定时 具有 最 小 表面 
积 的 圆柱 形 水 檀 的 形状 ， 因 而 耗费 材料 最 少 、 可 以 证 明 当 水 梢 的 
高 等 寺 它 的 底 的 直径 时 就 是 所 要 求 的 形状 (图 10) .分 析 可 以 找 
出 这 样 一 条 曲线 的 形状 ， 物 体 沿 着 它 从 一 个 给 定点 滚 到 另 一 个 给 
定点 所 需 时 间 最 短 (这 条 线 就 是 所 谓 的 旋 轮 线 , 图 11) . 

读者 将 在 第 二 章 和 第 二 卷 第 八 章 中 知道 怎样 来 解决 这 些 以 及 
另外 一 些 类 似 的 问题 . 





分 析 , 更 准确 地 说 是 微分 方程 论 , 不 仅 给 出 寻找 变量 的 个 别 值 
的 可 能 性 ， 而 且 给 出 寻找 未 知 函 数 也 即 一 些 量 对 另 一 些 量 的 依赖 
规律 的 可 能 性 。 比 如 , 我 们 能 够 根据 电流 的 一 般 规律 , 计算 把 电压 
接 到 带 有 已 知 电阻 、 电 容 和 自 感 的 电路 中 时 电流 强度 和 时 间 的 关 
系 ， 我 们 能 够 确定 液体 流动 的 规律 , 以 及 在 给 定 流动 条 件 下 , 整个 
流体 的 速度 分 布 规律 。 我 们 能 够 导出 弦 和 膜 的 振动 的 一 般 规 律 ， 
在 各 种 介质 中 振动 传播 的 规律 包括 声波 、 电 磁 波 、 以 及 地 震 和 爆 
炸 发 生 时 在 地 中 传播 的 弹性 波 等 ; 顺便 提 一 下 , 这 就 对 勘探 有 价值 
的 矿藏 和 深入 研究 土壤 提供 了 新 的 方法 .读者 将 在 第 二 卷 第 五 章 
和 第 六 章 中 碰 到 儿 个 这 类 的 问题 . 

最 后 ,分 析 不 仅 给 出 这 些 或 那些 问题 的 解决 方法 , 它 还 给 出 了 
精确 科学 的 定量 规律 的 数学 表述 的 一 般 方法 。 正 如 我 们 以 前 已 经 
讲 过 的 ， 力 学 的 一 般 规律 如 果 不 用 分 析 概念 就 不 能 在 数学 上 表述 
出 来 , 而 没有 这 样 的 表述 , 我 们 就 没有 可 能 解决 力学 问题 . 同样 地 ， 
热传导 , 扩散, 振动 的 传播 , 化 学 反应 的 进程 的 一 般 规 律 , 电磁 学 的 
基本 规律 以 及 许多 许多 其 他 规律 如 果 不 借 分 析 概 念 简直 都 不 可 能 
在 数学 上 准确 地 表述 出 来 。 只 是 由 于 有 了 这 样 的 表述 ， 这 些 规律 
才 饮 用 于 各 种 具体 情况 ,才能 在 涉及 热传导 .振动 溶解 .电磁场 的 
各 个 问题 中 , 在 力学 、 天 文学 、 物理 学 的 众多 的 部 门 中 , 在 化 学 、 热 
工 、 力 能 学 、 机 器 制造 、 电 工 等 等 诸如 此 类 的 问题 中 得 到 准确 的 数 
学 结论 . 

6- 在 希腊 几何 的 历史 上 , 欧 几 里 得 所 作 的 严格 和 系统 的 叙述 
结束 了 以 前 发 展 的 漫长 道路 ， 和 这 情况 相似 ， 随 着 分 析 的 发 展 也 
必然 要 求 对 它 作出 论据 , 比 它 的 实际 方法 的 第 一 批 创造 者 : 牛顿 、 
欧 拉 、 拉 格 朗 日 和 其 他 人 所 作出 来 的 要 更 严格 和 系统 化 。 他 们 所 
建立 的 分 析 随 着 自己 的 成 长 , 首先 导致 越 来 越 深刻 和 困难 的 问题 ， 
其 次 它 的 内 容 就 要 求 它 的 基础 具有 很 大 的 系统 性 和 周密 性 . 这 样 ， 
理论 的 数量 上 的 增长 必然 引起 更 好 地 论证 理论 , 使 理论 系统 化 , 批 
判 地 审查 理论 的 基础 等 这 样 一 些 任务 ， 理 论 的 论证 表现 为 理论 的 
现 有 发 展 的 总 结 , 而 不 是 出 发 点 , 因为 离开 理论 , 简直 不 知道 应 该 


“51。 


论证 什么 ， 思 格 斯 说 :“ 原 则 不 是 研究 的 出 发 点 , 而 是 它 的 终了 的 
结果 ,”，” 顺便 说 一 下 , 现代 某 些 形式 主义 者 们 常常 忘记 这 一 点 , 以 
为 从 公 班 出发 来 说 明 甚至 发 展 理论 是 最 合适 的 ， 而 不 需 对 这 些 公 
理 所 应 尖 总 结 的 现实 内 容 作 任 何 甄别 ， 但 是 公理 本 身 需要 具有 内 
容 的 论证 ; 它们 只 不 过 总 结 了 另外 一 些 材 料 并 对 理论 的 涂 辑 结构 
提供 基础 >. 

对 二 分析 来 说 , 批判 , 系统 化 和 论证 的 必要 时 期 是 在 上 世纪 中 
叶 来 到 的 。 这 项 重要 和 困难 的 工作 由 于 许多 杰出 学 者 的 努力 而 胜 
利 地 完成 了 ， 特 别 是 获得 了 实数 变量 、 函 数 、 极 根 、 连 续 性 等 基本 
概念 的 严格 定义 . 

但 是 , 正如 我 们 已 经 指出 过 的 , 这 些 定义 的 任 一 个 都 不 能 认为 
是 绝对 严格 和 完全 终结 了 的 .这 些 概 念 正在 继续 发 展 ， 欧 几 里 得 
和 他 以 后 两 千年 之 内 的 所 有 数学 家 , 总 无 疑 癌 , 都 认为 网 几 里 得 的 
“原本 ， 一 书 几 乎 是 逻辑 严格 性 的 标准 。 但 是 现在 ， 从 现代 的 观点 
看 起 来 , 网 几 里 得 对 几何 的 论证 是 十 分 表面 的 。 这 个 历史 的 例子 
告诉 我 们 , 不 应 该 迷惑 于 对 现代 数学 的 “绝对 ”和 “彻底 ”的 严格 性 
的 估计 ， 在 还 没 死去 和 变 成 木乃伊 的 科学 中 ,没有 也 不 可 能 有 什 
么 完全 终止 了 的 东西 ， 但 是 我 们 可 以 确信 地 说 : 第 一 , 现在 已 经 确 
立 的 分 析 基础 能 够 很 好 地 适应 现代 科学 任务 ， 适 应 关于 再 辑 准确 
性 的 现代 概念 ; 第 二 , 这 些 概念 的 继续 深化 和 图 绕 这 些 概念 正在 进 
行车 的 讨论 没有 引起 也 不 会 引起 人 们 简单 地 抛弃 这 些 基础 : 但 是 
却 将 导向 对 这 些 梳 念 的 新 的 、 更 症 确 和 更 深刻 的 理解 ， 至 于 其 结 
果 , 现在 也 许 还 难于 完全 判断 . 

虽然 理论 原则 的 建立 是 其 发 展 的 总 结 , 但 不 能 成 为 它 的 终结 ， 
相反 地 , 正 是 它 的 新 的 运动 . 分 机 的 情形 也 是 这 样 . 由 于 它 的 基 
础 的 准确 化 产生 了 新 的 数学 理论 一 一 在 上 世纪 七 十 年 代 由 德国 数 
学 宗 康 托 尔 所 建立 的 任何 抽象 对 象 的 无 穷 集 合 的 一 般 理 论 ， 比 如 

]) 恩格斯 , 反 社 袜 论 ， 妇 页 ,人 民 出 版 社 ，1956 年 版 . 


2) 公理 的 这 种 二 重 性 的 作用 , 有 时 其 至 在 业 有 方法 论 考 质 的 文集 中 都 但 至 夭 钢 ， 
从 而 把 不 是 它 的 男 有 的 作为 理论 的 绝对 论证 的 意义 硬 加 给 公理 结构 。 
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数 的 集合 ,点 的 集合 , 画 数 的 集合 或 另外 一 类 “东西 "的 集合 、 在 这 
些 思想 的 基础 上 成 长 起 分 析 的 新 部 门 一 一 所 谓 实 变 函 数理 论 一 一 
关于 它 的 概念 ， 以 及 关于 分 析 的 基础 和 集合 论 的 概念 都 将 在 第 三 
卷 第 十 五 章 中 说 明 . 同时 , 集合 论 的 一 般 思 想 滩 入 到 数学 的 所 有 
部 门 。 但 是 这 种 “集合 论 观 点 ”与 教学 发 展 的 新 阶段 不 可 分 割地 联 
系 着 , 我 们 现在 就 转 到 对 这 个 新 阶段 的 简要 考察 . 


87. 现代 数学 


1. 数学 教育 上 的 各 个 阶段 很 自然 地 与 35 中 讲 过 的 数学 发 
展 的 四 个 阶段 相 适 应 , 在 不 同 教育 阶段 上 所 得 到 的 数学 知识 水 平 ， 
足够 准确 地 相当 于 每 一 发 展 阶段 的 基本 内 容 . 

在 数学 发 展 的 第 一 个 时 期 所 获得 的 算术 和 几何 的 基本 结果 已 
为 我 们 大 家 记 薄 知 , 并 且 成 为 初等 教育 的 内 容 ， 例如, 为 了 确定 完 
成 某 件 工作 , 如 铺 装 地 板 所 需 用 的 材料 的 数量 , 我 们 已 经 运用 了 数 
学 的 这 些 最 初 结果 . 

第 二 个 时 期 一 一 初等 数学 时 期 的 最 重要 成 就 已 成 为 中 等 学 校 
的 教学 内 容 . 

第 三 个 时 期 的 基本 壮 果 (分 析 的 基础 ,微分 方程 论 ， 高 等 代数 
等 ) 成 为 每 个 工程 师 的 数学 训练 的 主要 内 容 ; 除 了 人 文科 学 部 门 以 
外 , 每 一 个 高 等 学 校 , 每 一 个 系 都 要 这 样 或 那样 地 学 习 这 些 内 容 ， 
因此 , 这 个 时 期 的 数学 的 基本 思想 和 结论 已 广泛 地 为 众人 所 知 , 几 
乎 所 有 的 工程 师 和 自然 科学 工作 者 都 或 多 或 少 地 运用 着 这 些 结 
果 . 

相反 ,数学 发 展 的 最 近 阶 段 , 现代 汾 眉 的 思想 和 结果 基本 上 只 
是 在 各 专业 的 物理 -数学 系 学 习 . 除了 数学 方面 的 专家 , 还 有 力学 、 
物理 学 以 及 一 些 新 技术 部 门 领域 中 的 科学 工作 者 运用 这 些 轧 已 和 
结果 .当然 , 这 完全 不 表示 它们 与 应 用 陪 节 了 , 但 是 它们 是 科学 发 
展 中 的 最 新 结果 ,自然 显 得 更 复杂 些 。 所 以 现在 转 到 阐述 数学 发 
亡 最 近 阶 段 的 一 般 特 征 对 ， 不 能 指望 我 们 简短 地 讲述 的 全 部 内 容 





都 完全 明白 易 获 .我 们 试图 简略 地 仅仅 给 出 数学 的 这 些 新 分 支 的 
最 一 般 的 等 征 ， 它 们 的 内 容 将 在 本 书 相应 的 各 章 中 更 详尽 地 加 以 
解释 . 

如 果 这 一 节 读 起 来 过 于 困难 ， 初 读 时 可 以 略 过 ， 而 在 该 过 后 
面 各 专门 章节 以 后 , 再 回头 来 读 这 一 节 . 

2. 数学 发 展 的 现代 阶段 的 开端 , 以 其 所 有 基础 部 门 : 代数 、 九 
何 、 分 析 中 的 误 刻 变化 为 特征 。 以 几何 为 例 加 以 考察 ， 这 种 变化 
就 可 以 看 得 最 为 消 楚 ， 新 的 非 欧 几 里 得 几何 学 在 1826 年 由 罗 巴 
切 闪 斯 基 几 乎 也 同时 由 匈牙利 数学 家 慕 诺 什 , 波 约 记 发 展 、 罗 双 
切 夫 斯 基 的 因 想 远 不 是 一 下 子 就 为 所 有 数学 家 所 理解 的 ， 因 为 这 
些 思想 太 大 胆 和 出 乎 意外 了 、 但 是 , 正 是 从 这 时 候 起 , 开始 了 几何 
的 原则 上 的 新 发 展 ， 改 变 了 对 于 几 何 是 什么 的 本 来 理解 。 几何 的 
应 用 对 象 和 范围 很 快 地 扩大 了 ， 1854 年 著名 的 德国 数学 家 黎 曼 
继 罗 巴 切 夫 斯 基 之 后 在 这 个 方向 上 完成 了 最 重要 的 步 又 ， 他 明确 
地 表述 了 几何 所 能 研究 的 “空间 ”数目 无 腿 的 一 般 轧 想 , 同时 指出 
了 这 种 “空间 ”的 可 能 的 现实 意义 . 

在 几何 的 新 发 展 中 以 下 列 两 个 情况 为 特征 , 

第 一 , 如 果 在 以 前 , 几何 只 是 研究 物质 世界 的 空间 形式 和 关系 
(并 且 仅仅 在 欧 几 里 得 几何 范围 所 反映 的 程度 上 ), 那 未 在 现在 , 现 
实 界 的 只 是 同 空间 形式 和 关系 相似 的 其 他 形式 和 关系 也 成 了 几何 
的 对 象 ,所 以 在 研究 它们 的 时 候 , 可 以 利用 几何 的 各 种 方法 . 因此 ， 
“空间 ”这 个 术语 在 数学 中 获得 了 新 的 更 广泛 的 ,也 是 更 专门 的 意 
义 ， 同 时 几何 方法 本 身 也 大 大 地 丰富 和 多 样 化 了 ( 反 过 来 ， 这些 广 
法 提供 了 认识 我 们 周 图 物理 空间 的 更 完善 的 工具 ， 几 何 的 最 初 形 
式 就 是 从 这 个 物理 空间 抽象 出 来 的 ). 

第 二 , 甚至 在 欧 儿 里 得 几何 中 也 发 生 了 许多 重要 变动 , 其 中 研 
究 了 复杂 得 多 的 图 形 乃 至 任意 点 集 的 性 质 ， 出 现 了 对 所 研究 的 图 
形 性 质 本 身 的 原则 上 的 新 观点 ， 把 性 质 划分 为 单独 的 各 组 ， 这 些 
性 质 是 脱离 了 其 他 性 质 来 加 以 研究 的 , 这 种 赔 高 , 这 种 抽象 已 经 在 
几何 内 部 形成 一 些 独 等 的 几何 分 支 ， 这 些 分 支 本 质 上 都 是 独立 的 
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“几何 ”。 几何 的 发 展 在 所 有 这 些 方向 上 继续 着 , 各 种 新 而 又 新 的 
“空间 ”和 它们 的 “几何 ”: 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 , 射影 空间 , 各 种 不 同 
维 数 的 欧 几 里 得 空间 和 其 他 空间 , 例如 , 四 维 的 黎 曼 空间 , 芬 斯 勒 
空间 , 以 及 各 种 拓扑 空间 等 , 都 成 为 几何 研究 的 对 象 ， 这 些 理论 既 
在 把 几何 除外 的 数学 本 身 中 具有 重要 应 用 ， 在 物理 学 和 力学 中 也 
有 重要 的 应 用 , 并 且 特别 值得 注意 的 是 它们 在 作为 空间 、 时 间 和 引 
力 的 现代 物理 理论 的 相对 论 中 的 应 用 。 从 以 上 所 讲 的 可 以 看 出 ， 
我 们 谈 到 的 是 几何 的 质变 . 

现代 几何 的 思想 以 及 几何 中 所 研究 的 各 种 空间 的 学 说 的 某 些 
要 素 将 在 第 三 卷 第 十 七 章 和 第 十 八 章 中 加 以 叙述 . 

8 代数 也 发 生 了 质 的 变化 ， 在 上 一 世纪 的 前 半 叶 产生 了 一 
些 新 理论 , 这 些 新 理论 引起 了 代数 的 变化 , 引起 了 代数 的 对 象 和 应 
用 范围 的 扩展 . 

正如 我 们 在 & 5 中 所 讲 过 的 , 代数 在 它 最 初 的 基础 上 是 关于 
对 数字 的 算术 运算 的 学 说 ， 这 种 算术 运算 是 脱离 了 给 定 的 具体 数 
字 在 一 般 形态 上 形式 地 加 以 考察 的 、 这 种 抽象 表现 为 下 列 事实， 
即 代数 中 , 凡 量 都 以 字母 表示 , 按照 一 定 的 形式 法 则 对 这 些 字 母 进 
行 计算 . 

现代 代数 在 保持 这 种 基础 的 同时 ,又 把 它 大 大 地 推广 了 ， 现 
在 在 代数 中 还 考察 比 数 具有 更 普遍 得 多 的 性 质 的 “ 量 ”， 并 且 研 究 
对 这 些 量 的 运算 ， 这 些 运算 在 某 种 程度 上 按 其 形式 的 性 质 说 来 是 
与 加 、 减 、 乘 . 除 等 普通 算术 运算 类 似 的 、 矢 量 是 最 简单 的 例子 , 我 
们 知道 , 矢量 按照 平行 四 边 形 法 则 相 加 . 在 现代 代数 中 进行 的 推 
广 达 到 这 样 的 程度 , 以 致 “ 量 ” 这 个 术语 本 身 也 常常 失去 意义 ,而 一 
般 地 是 讨论 “对 象 * 了 , 对 于 这 种 "对象 " 可 以 进行 同 普通 代数 运算 
相似 的 运算 . 例如 ， 两 个 相继 进行 的 运动 显然 相当 于 某 一 个 总 的 
运动 ,一 个 公式 的 两 种 代数 变换 可 以 相当 于 一 个 总 的 变换 等 等 . 与 
此 相应 , 就 可 以 谈 到 运动 或 变换 所 特有 的 一 类 “加 法 ”。 现 代 代 数 
在 一 般 抽象 形式 上 研究 所 有 这 样 一 些 和 另外 一 些 类 似 的 运算 . 

向 这 个 方向 发 展 的 新 代数 理论 ， 是 从 上 一 世纪 前 半 叶 的 许多 
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数学 家 的 研究 中 形成 的 ， 其 中 讽 以 法 国 数学 家 伽 罗 华 (1811-- 
1882) 著称 ， 现 代 代 数 的 概念 、 方 法 和 结果 在 分 析 、 几 何 、 物 理 以 
及 结 相 学 等 等 中 都 有 重大 的 应 用 。 特别 是 在 $ 3 末 提 到 过 的 费 得 
洛 夫 所 发 展 的 晶体 对 称 学 说 就 是 依靠 几 何 与 新 代数 理论 之 一 一 一 
所 谓 群 论 的 结合 . 

我 们 看 到 , 问题 涉及 的 是 代数 的 对 象 的 根本 的 、 质 的 推广 , 以 
及 对 于 代数 是 什么 的 理解 本 身 的 变化 (现代 代数 的 思想 和 它 的 某 
些 理论 的 要 素 将 在 第 三 卷 第 二 十 章 和 第 十 六 章 中 氢 述 ). 

.具有 其 抽象 性 的 分 析 也 发 生 了 深刻 变化 。 首 先 , 正 象 在 上 
一 节 中 所 讲 过 的 , 它 的 基础 得 到 了 精确 化 , 特别 是 得 到 了 它 的 基本 
概念 : 西数 、 极 限 、 积 分 , 最 后 是 变量 概念 本 身 的 精确 和 普遍 的 定义 
(还 给 出 实数 的 严格 定义 )， 分 析 基础 精确 化 的 原则 是 由 捷克 数学 
家 波 尔 察 诺 《1781 一 1848), 法 国 数学 家 柯 西 (1789 一 1857) 以 及 
许多 其 他 数学 家 建立 的 ，、 这 种 精确 化 与 代数 和 几何 的 新 发 展 属于 
问 一 时 期 ， 它 在 相当 各 度 上 是 在 上 一 世纪 八 十 年 代 由 德国 数学 家 
驶 尔 斯 特 拉 斯 、 戴 德 金 和 康 托 尔 完成 的 ， 其 次 , 正如 86 末 所 讲 
的 ， 在 数学 新 思想 的 发 展 中 起 过 重大 作 朋 的 无 穷 集合 理论 问 定 了 
基础 . 

与 集合 论 有 关 的 变量 和 函数 概念 的 精 驳 化 为 分 析 的 进一步 发 
展 打 下 基础 ， 转 向 了 对 更 一 般 的 函数 的 研究 ; 在 相应 的 方向 上 , 分 
析 工 具 一 一 微分 和 积分 得 到 了 推广 。 上 比如 ,在 我 们 这 一 世纪 的 前 
乡 产 生 了 已 在 8 6 中 提 过 的 叫 作 实 变 函数 理论 的 分 析 新 部 门 , 这 
个 理论 的 发 展 首先 应 妇 功 于 法 国 数学 家 波 因 尔 . 勒 贝 格 等 人 , 然后 
应 特别 归功 于 重金 (1888--1950) 及 其 学 派 ， 分 析 的 所 有 新 部 门 
整个 地 称 之 为 现代 分 析 , 以 便 同 以 前 的 、 称 为 经 典 的 分 析 相 区 别 ， 

在 分 析 中 还 产生 了 其 他 的 新 理论 .例如 分 离 出 一 个 函数 逼近 
理论 的 特殊 部 门 , 这 是 研究 一 般 砂 数 以 各 种 “简单 ” 画 数 , 首先 是 以 
多 项 式 即 月 如 

Go + mp lt + 
的 函数 来 最 好 地 近似 表示 的 问题 . 
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函数 吏 近 理论 仅仅 在 为 函数 的 实际 计算 ， 为 较 简 单 的 函数 近 
亿 地 代 蔡 复杂 函数 提供 一 般 根据 方面 ,就 有 着 极 重要 的 意义 。 这 
个 理论 的 萌芽 还 是 在 分 析 产 生 的 同时 就 发 生 了 .伟大 俄国 数学 家 
车 比 雪夫 (1821 一 1894) 给 它 指出 了 新 方向 。 这 个 方向 以 后 在 所 
谓 函 数 结 构 理论 中 得 到 发 展 , 主要 是 由 于 苏联 数学 家 的 工作 , 特别 
是 伯 大 斯坦 (1880 年 生 ) 在 这 方面 作出 了 最 重要 的 结果 。 关于 函 
数 逼近 问题 将 在 第 二 卷 第 十 二 章 讲 得 . 

以 前 已 经 讲 过 复 变 函数 理论 的 发 展 ， 我 们 应 该 还 记得 由 岩 加 
来 (1854 一 1912) 和 李 雅 普 诺 夫 (1857 一 1895) 的 工作 次 下 了 基础 
的 微分 方程 定性 理论 ， 在 第 二 卷 第 五 章 中 将 给 出 它 的 概念 以 及 积 
分 方程 的 理论 等 等 。 这 些 理论 对 于 力学 、 物理 学 和 技术 部 有 很 大 
的 实际 意义 ， 比 如 ， 微 分 方程 定性 理论 能 解决 关于 运动 、 机 械 工 
作 、 电 振动 系统 等 等 的 稳定 性 问题 ， 在 最 一 般 的 意义 上 说 ,过程 的 
稳定 性 就 是 : 当 起 始 条 件 或 其 运行 条 件 有 微小 变化 时 , 在 全 部 时 间 
过 程 中 整个 秩序 的 变化 也 小 得 微不足道 。 这 类 问题 的 技术 价值 是 
光 须 加 以 说 明 的 . 

5 在 分 析 和 数理 物理 发 展 的 基础 上 同 儿 何 和 代数 的 新 思想 
相 结合 ,产生 了 新 的 宽广 领域 一 一 在 现代 数学 中 起 着 特殊 重要 作 
用 的 所 谓 泛 画 分 析 ， 许多 学 者 参与 了 它 的 创建 工作 ; 我 们 要 提 到 ， 
讽 如 ， 近 代 伟 大 德国 数学 家 希 尔 伯 特 〈1862 一 1943)， 匈 牙 利 数学 
家 李斯 (1880 一 1956)， 和 该 兰 数学 家 巴 拿 赫 (1892 一 19 全 )， 年 
青 的 苏联 学 者 获得 了 这 个 领域 内 与 数理 物理 联系 着 的 许多 重要 结 
果 ， 将 用 第 三 卷 第 十 九 音 单独 一 章 来 讲 泛 函 分 析 . 

这 个 数学 新 部 门 的 本 质 可 以 简 述 于 下 ， 如 果 在 经 典 分 析 中 的 
量 即 “ 数 "是 变 的 , 那么 在 泛 函 分 析 中 就 把 本 数 本 身 看 作 是 变 的 . 某 
一 给 定 甬 数 的 性 质 在 这 里 不 能 独自 地 确定 ， 而 是 在 这 个 函数 对 另 
外 一 些 函数 的 关系 上 确定 的 ， 所 以 考察 的 已 经 不 是 一 些 单个 的 函 
数 , 而 是 所 有 以 这 种 或 那 种 共同 性 质 为 特征 的 函数 的 集合 例如 ， 
所 有 的 连续 函数 。 函数 的 这 种 集合 结合 为 所 渭 的 “函数 空间 "这 
利 那 些 情形 相对 应 , 例如, 我 们 可 以 考察 平面 上 所 有 曲线 的 集合 或 
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一 定 力学 系统 的 所 有 可 能 运动 的 集合 ， 在 单个 曲线 或 运动 同 其 他 
曲线 或 运动 的 关系 上 来 确定 单个 晶 线 或 运动 的 性 质 . 

从 对 单个 函数 的 研究 或 探讨 过 淡 到 对 变 函 数 的 考察 类 似 于 从 
未 知 数 mw 9 过 渡 到 变数 "，% 这 就 是 说 类 似 于 上 节 所 讲 过 的 笛 卡 
多 的 思想 ， 由 于 这 种 思想 ， 笛 卡 儿 提出 了 代数 与 几何 的 著名 的 结 
合 一 一 曲线 方程 , 这 种 结合 成 为 分 析 产生 的 决定 性 因素 之 一 . 和 这 
种 情况 相似 ， 现 在 变 函 数 的 概念 与 现代 代数 和 现代 几何 的 恩 想 相 
结合 产生 了 新 的 泛 函 分 析 ， 正如 分 析 为 当时 建立 的 力学 的 发 展 所 
必需 一 样 , 泛 函 分 析 给 出 了 解决 数理 物理 问题 的 许多 新 方法 , 间 成 
为 新 的 原子 力学 、 量 子 力学 的 数学 工具 。 历史 在 一 定 的 程度 上 重 
复 着 , 但 是 是 按照 新 的 式样 ， 在 更 高 阶段 上 重复 ， 正 入 我 们 所 讲 
的 , 泛 函 分 析 把 分 析 、 现 代 代数 和 几何 的 基本 上 思想 和 方法 结合 起 
来 , 反 过 来 也 对 它们 的 发 展 显示 出 影响 . 从 经 典 分析 中 引出 的 许多 
问题 现在 正 是 常常 以 证 函 分 析 为 工具 而 获得 了 新 的 一 般 的 解答 . 
现代 数学 的 最 一 般 和 抽象 的 思想 都 集中 在 这 里 ， 如 同 集中 在 一 个 
焦点 上 一 样 ,并 给 出 许多 实际 的 效果 . 

从 这 个 简短 的 令 述 中 ， 从 这 个 分 析 的 新 方向 〈 实 变 函 数理 论 ， 
函数 通 近 理论 , 微分 方程 定性 理论 , 积分 方程 理论 , 泛 本 分 析 ) 的 
简单 列举 中 就 可 以 了 解 , 我 们 讲 到 的 ,的 确 是 分 析 发 展 的 重要 新 阶 
段 . 

6， 在 任何 时 候 , 计算 工具 的 技术 水 平 对 数学 方法 本 身 都 显示 
出 重大 的 影响 ， 但 是 我 们 所 擎 握 的 实行 计算 的 工具 直到 最 近 以 前 
都 是 有 很 大 局 限 性 的 。 最 简单 的 设备 (算盘 式 的 ), 各 种 对 数 表 和 和 
对 数 尺 , 算术 计算 机 , 最 后 , 分 析 计 算 机 和 自动 算术 计算 机 一 一 这 
些 就 是 二 十 世纪 四 十 年 代 以 前 所 有 的 基本 计算 工具 .这 些 工具 多 
少 保证 较 快 地 实行 一 些 个 别 的 运算 (加 、 科 等 等 ). 但 是 , 为 了 得 出 
实际 问题 的 数字 结果 ， 时 党 要求 按 照 复杂 的 程序 进行 极 大 量 的 运 
算 ,而 且 运 算 的 程序 常常 取决 于 计算 过 程 中 得 出 的 结果 ,这 种 问 
是 的 解答 看 来 实际 上 是 得 不 到 的 或 者 由 于 费时 过 长 而 完全 失去 价 
值 . 
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在 最 近 十 年 中 我 们 眼看 到 整个 计算 技术 水 平 发 生 了 根本 变 
化 .根据 新 的 原则 建立 起 来 的 现代 计算 机 可 以 使 计算 具有 非常 快 
的 速度 ， 并 且 可 以 按照 预先 指定 的 十 分 灵活 的 程序 自动 地 进行 复 
杂 的 计算 序列 ， 与 现代 计算 机 的 结构 各 意义 有 关 的 某 些 问题 将 在 
第 十 四 章 中 讲述 . 

新 的 技术 不 仅 使 以 前 难以 实现 的 研究 工作 成 为 可 能 ， 而 且 改 
变 了 对 许多 已 知 的 数学 结论 的 估价 . 它 特别 促进 了 近似 方法 的 发 
展 , 这 科 方 法 能 够 运用 基本 运算 的 序列 达到 具有 足够 大 的 准确 度 
的 必需 的 数字 结果 ， 并 且 对 于 这 些 方法 是 从 在 相应 的 机 器 上 加 以 
实现 是 否 便利 的 观点 上 来 估价 的 . 

数理 迎 辑 和 新 的 计算 技术 的 发 展 紧密 相关 ， 它 首先 是 从 数学 
内 部 由 于 本 身 发 生 困 难 的 需要 中 发 展 起 来 的 ， 并 以 数学 证 明 的 分 
析 作 为 自己 的 对 象 ， 作为 数学 的 一 部 分 , 数理 逻辑 把 一 般 迎 辑 中 
那些 客观 上 可 以 形式 化 并 县 可 以 用 数学 方法 来 发 展 的 部 分 包括 到 
自身 中 来 . 

一 方面 ,数理 迎 辑 济源 于 数学 的 起 源 和 基础 , 另 一 方面 它 又 和 
计算 技术 的 最 新 课题 紧密 相连 , 自然 , 那 种 导致 建立 一 个 特定 过 程 
《这 个 过 程 可 以 得 到 任意 高 的 准确 度 的 近似 结果 ) 的 证 盟 间 关于 这 
个 或 那个 结果 存在 与 否 的 更 为 抽象 的 证 明 是 本 质 上 不 相同 的 . 

由 于 研究 这 样 一 类 问题 (这 类 问题 一 般 显然 可 以 用 导致 叭 一 
结果 的 , 完全 确定 的 方法 来 掌握 ) 的 普遍 性 的 限度 , 产生 了 一 类 特 
丈 范 围 的 问题 . 在 这 方面 数理 逻辑 得 到 了 许多 深刻 的 结果 ， 这 些 
结果 从 一 般 认 识 论 现 点 看 来 也 是 十 分 重要 的 . 

可 以 毫 不 压 张 他 说 ， 在 这 个 与 新 计算 技术 的 发 展 和 数理 敢 辑 
的 成 就 紧密 相关 的 新 时 期 , 现代 数学 的 竺 点 就 是 ; 研究 对 象 不 仅仅 
是 这 样 或 那样 的 客体 ， 而 且 还 有 用 来 研究 这 个 客体 的 那些 方法 各 
形式 ; 不 仅仅 是 这 些 或 那些 课题 ,而 且 还 有 解决 这 些 课题 的 可 能 的 
方法 

对 以 上 所 说 的 还 要 补充 一 点 : 在 现代 数学 的 整个 时 期 中 , 一 些 
较 老 的 数学 部 门 一 一 数论 . 欧 儿 里 得 几 人 ,经典 代数 和 和 分析、 概率 论 
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等 都 继续 急 苞 地 发 展 着 ,以 新 的 原则 、 思想 和 结果 丰富 着 自己 . 例 
如 ,俄国 和 苏联 的 数学 家 车 比 雪夫 、 费 得 洛 夫 、 维 诺 格 拉 汞 夫 以 及 其 
他 人 在 数论 和 直观 几何 中 提出 了 许多 思想 和 结果 . 概率 论 的 广泛 
发 展 与 统计 物理 的 一 些 最 重要 规律 和 许多 现代 技术 问题 联系 着 . 

7。 从 刚才 已 考察 的 几何 .代数 和 分 析 的 发 展 中 所 表现 出 来 的 
整个 现代 数学 的 最 一 般 的 特征 是 怎样 的 呢 ? 

首先 是 数学 对 象 的 大 大 扩展 , 它 的 应 用 范 园 的 大 大 扩展 . 数 
学 对 象 和 应 用 范围 的 这 种 扩展 同时 也 天 示 数学 在 质 上 利 量 上 的 成 
长 , 新 的 理论 与 强 有 力 的 数学 方法 出 现 了 , 它们 能 够 解决 那些 以 前 
完全 不 可 能 解决 的 问题 ， 并 且 数 学 对 象 的 扩展 的 特点 首先 就 是 现 
代数 学 有 意识 地 给 自己 提出 了 研究 量 的 关系 和 空间 形式 的 可 能 类 
型 的 任务 ， 

现代 数学 的 另 一 个 特点 一 一 这 就 是 新 的 概括 性 概念 的 建立 ， 
新 的 更 高 的 抽象 程度 ， 正 是 这 个 特点 保证 了 数学 的 统一 ， 尽管 数 
学 的 分 枝 不 断 成 长 并 且 多 种 多 样 . 在 那些 互相 高 得 很 远 的 领域 中 ， 
概括 性 概念 和 理论 揭示 出 统一 的 和 一 般 的 东西 ， 这 些 概念 也 保证 
了 数学 的 基本 部 门 一 一 几何 、 代 数 、 分 析 的 方法 的 有 相当 的 一 般 
性 , 广泛 的 应 用 以 及 深刻 的 相互 渗透 . 

集合 论 观 点 的 统治 地 位 也 是 现代 数学 特点 . 当然 ， 这 个 观点 
本 身 正 是 因为 总 结 了 由 以 前 的 数学 发 展 所 积累 起 来 的 内 容 丰 富 的 
材料 才 获得 意义 的 , 

最 后 ， 对 数学 基础 的 更 为 深刻 的 分 析 ， 对 数学 概念 的 相互 关 
系 , 单个 理论 的 结构 的 分 析 , 对 数学 证 明和 结论 的 方法 本 身 的 分 析 
也 是 现代 数学 的 特点 之 一 。 没有 这 种 对 基础 的 分 析 , 概括 性 的 原 
则 和 理论 本 身 就 不 能 进一步 完善 和 发 展 . 

现代 数学 的 决定 性 特点 可 以 这 样 来 看 ， 即 它 的 对 象 不 仅 是 已 
给 出 的 ,而且 也 是 可 能 的 量 的 关系 和 形式 。 在 几何 中 研究 的 不 仅 
是 空间 的 关系 和 形式 而 且 还 研究 和 空间 的 关系 和 形式 相似 的 、 可 
能 的 关系 和 形式 .在 代数 中 研究 的 是 各 种 具有 可 能 的 运算 规律 的 
抽象 对 象 系统 ， 在 分 析 中 , 不 仅 量 是 变 的 , 而 且 西 数 本 身 也 成 为 变 
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的 。 所 有 这 种 或 那 种 类 型 的 函数 ， 也 就 是 变量 之 间 的 可 能 的 相互 
关系 构成 函数 空间 ， 因 此 ， 简 机 地 说 ， 如 果 初 等 数学 是 常量 数学 ， 
继 其 后 的 一 个 时 期 的 数学 是 变量 数学 , 那 末 , 现代 数学 就 是 各 种 最 


学 . 当 迷 , 这 个 定义 是 不 完全 的 , 不 过 它 能 一 般 正 确 地 标志 出 现代 
数学 的 特点 ， 这 个 特点 决定 了 现代 数学 与 过 去 时 代 的 数学 的 质 的 
区 别 。 


88. 数学 的 本 质 


3， 现在 我 们 用 所 有 已 经 论述 的 作 基础 转 到 关于 数学 的 本 质 
的 一 般 结论 . 

恩格斯 在 < 反 社 林 论 » 的 一 节 中 说 明了 数学 的 本 质 , 我 们 在 这 
里 将 要 引用 这 个 精 腑 的 片断 . 

读者 容易 在 恩格斯 的 说 明 里 认 出 前 面 已 经 说 过 的 , 例如 , 关于 
算术 和 几何 的 结论 ; 这 是 可 以 理解 的 , 因为 我 们 叙述 了 数学 发 生 和 
发 展 的 实际 历史 ， 并 且 是 以 辩证 唯物 主义 为 指导 来 理解 这 个 历史 
的 。 辩证 唯物 主义 所 以 能 得 出 正确 的 结论 ， 正 是 因为 它 不 把 任何 
东西 强加 于 事实 , 而 是 把 事实 按 它们 本 来 的 样子 加 以 研究 , 也 就 是 
说 , 在 它们 的 必然 联系 和 发 展 中 加 以 研究 . 

恩格斯 对 于 数学 本 质 的 论 信 是 从 批判 杜 林 的 荒诞 现 点 ， 特 别 
是 所 谓 数 学 研究 的 是 同 经 验 无 关 的 “纯粹 理性 "的 创造 物 这 种 错误 
见解 开始 的 ， 恩 格 斯 写 道 : 

“可 是 如 说 在 纯 数 学 中 理性 所 涉及 的 只 是 自身 的 创造 各 想象 
的 产物 , 那 是 完全 不 对 移 .。 数 利 形 的 概念 不 是 从 任何 地 方 得 米 , 而 
仅仅 是 从 现实 世界 中 得 来 的 ， 人 们 用 十 个 指头 算数 目 ， 就 是 说 作 
第 一 次 的 算术 运算 , 这 十 个 指头 可 以 是 一 切 别 的 东西 , 但 总 不 是 理 
性 的 自由 创造 物 . 要 作 计算 不 但 村 有 被 计算 的 对 象 ,而 且 还 要 具 
有 这 样 的 能 力 , 使 其 在 考察 这 些 对 象 时 , 能 够 摆脱 其 他 的 特性 而 仅 
仅 硕 到 数目 。 而 这 种 能 力 则 是 长 期 的 依据 于 经 验 之 上 的 历史 发 展 
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的 结果 ， 和 数 的 概念 一 样 , 形 的 概念 也 完全 旺 从 外 部 世界 得 来 的 ， 
而 不 是 在 头脑 中 从 纯粹 的 轧 维 中 产生 出 来 的 . 要 能 达到 形 的 究 念 ， 
先 应 当 存在 具有 一 定形 状 的 物体 , 而 且 应 把 这 些 形状 拿 来 比较 . 纯 
数学 是 以 现实 世界 的 空间 的 形式 和 数量 的 关系 一 这 是 非常 现实 
的 材料 一 为 对 象 的 。 这 些 材料 表现 于 非常 抽象 的 形式 之 中 ， 这 
一 事实 只 能 表面 地 扼 盖 它 的 来 自 现实 世界 的 根源 。 可 是 为 要 能 够 
在 其 纯粹 状 态 中 去 研究 这 些 形式 和 关系 ， 那 末 就 必须 完全 使 它们 
脱离 其 内 容 , 把 内 容 放 置 一 边 作为 不 相干 的 东西 ; 这 样 我 们 就 得 到 
没有 面积 的 点 , 没有 厚度 和 宽度 的 线 ,各 种 的 a 和 5, x 和 ,常数 
和 变数 ;只 有 在 结 末 我 们 才 达 到 理性 本 身 自由 创造 和 想象 的 产 
先 一 一 虚数 值 ， 其 至 在 数学 上 的 量 的 相互 演算 似乎 是 先 验 的 ， 也 
并 不 证 明 它们 的 先 验 的 来 源 , 而 只 是 证 明 它们 的 合理 的 相互 关系 . 
什 形 以 其 一 边 为 中 心 而 施 转 得 到 的 圆柱 形 , 要 乔 到 这 样 的 概念 , 那 
末 先 就 需 攀 研 究 一 定数 基 的 现实 的 矩形 和 圆柱 形 ， 虽 然 是 形式 极 
不 完全 的 矩形 和 圆柱 形 。 和 其 他 所 有 科学 一 样 ， 数 学 是 愉 人 们 的 
实际 需要 上 产生 的 ; 是 从 丈量 地 段 面 积 和 衡 最 得 物 府 积 , 从 计算 时 
间 , 从 制造 工作 中 产生 的 。 可 是 和 所 有 其 他 的 思维 领域 一 样 , 从 现 
实 中 抽象 出 来 的 规律 , 在 一 定 的 发 展 阶段 上 就 和 现实 世界 相 脱 高 ， 
并 且 作为 某 种 好 似 独 立 的 东西 ， 好 似 从 外 面 来 的 规律 一 一 世界 风 
当 与 此 规律 相 适 合 一 而 与 之 相对 立 . 在 社会 和 国家 如 此 , 在 纯 数 
学 上 也 正 是 如 此 , 而 不 是 别 的 祥子 , 它 也 是 往 后 被 应 用 于 世界 上 米 
的 , 虽然 它 是 从 这 一 世界 得 出 来 的 , 并且 仅 仅 反 映 世界 联系 形式 的 
一 部 分 一 一 仅仅 因为 如 此 ,数学 才能 被 一 般 地 应 用 ”2 

2， 这样, 古 祝 斯 强调 指出 , 数学 是 反映 现实 界 的 , 它 产生 于 人 
们 的 实际 需要 ， 它 的 初始 概念 和 原理 的 建立 是 以 经 验 为 基础 的 长 
期 历史 发 展 的 结果 ， 我 们 已 经 在 算术 和 几何 的 例子 中 十 分 详尽 地 
研究 了 这 个 事实 . 

我 们 相信 , 数 . 量 . 几 何 图 形 等 概念 正 是 这 样 产生 的 , 它们 反映 
现实 界 的 量 的 关系 和 空间 形式 。 分 析 的 基本 概念 也 同样 是 反映 现 
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实 的 量 的 关系 ， 它 们 是 在 概括 大 量具 体 材料 的 基础 上 逐渐 建立 起 
来 的 ; 例如 , 函数 概念 是 在 概括 的 、 抽 象 的 形式 中 反 酉 现实 的 量 之 
间 的 不 同 依存 关系 的 . 

综合 了 所 有 这 些 事实 , 恩格斯 就 得 出 这 样 的 基本 站 论 : 数学 以 
确定 的 完全 现实 的 材料 作为 自己 的 对 象 ， 不 过 它 考察 对 象 时 完全 


学 不 同 于 自然 科学 ， 而 恩格斯 是 明确 地 把 数学 从 自然 科学 中 划分 
出 来 的 ?， 

数学 之 所 以 能 够 这 样 抽 旬 地 考察 其 对 象 是 在 其 对 象 本 身 中 有 
着 客观 根据 的 ， 那 些 反映 在 数学 中 的 不 依赖 于 质 的 特点 或 具体 内 
容 的 一 般 形式 关系 .相互 联系 和 规律 是 不 依赖 于 我 们 的 意识 而 客 
观 存在 的 。 只 有 作为 物体 集合 的 客观 性 质 的 数 的 存在 ， 数 之 问 的 
相互 关系 之 不 依赖 于 对 象 的 质 的 特点 ， 以 及 这 点 相互 关系 之 十 分 
丰富 才 使 算术 成 为 可 能 。 因此 ， 如 果 那 旦 没有 这 种 不 管内 容 的 一 
般 形式 和 关系 , 那里 就 不 可 能 有 数学 的 考察 . 

83， 数学 的 上 述 基本 特点 规定 了 它 的 其 他 一 些 特征 在 82 
中 我 们 特别 以 算术 为 偿 考 察 了 其 中 的 某 些 特征 ， 这 些 就 是 , 独特 
的 “公式 语言 "应 用 的 广泛 ,数学 第 论 的 脱离 实验 的 特征 以 及 它 
们 的 涩 辑 的 不 能 避免 和 令 人 信服 ， 闸 学 的 这 种 因 将 的 特征 是 它 的 
非常 本 质 的 特点 ; 我 们 现在 来 更 详细 地 考察 这 个 特点 。 

如 果 我 们 将 数 的 概念 从 其 具体 根据 中 抽象 出 来 ， 并 且 离开 对 
这 种 或 那 种 物体 集合 的 任何 关系 来 一 般 他 考察 整数 ， 那 末 显 然 我 
们 不 能 对 这 样 抽象 的 芍 进 行 实验 ， 始 终 保 持 这 种 抽象 程度 而 不 加 
到 具体 对 象 上 去 ， 那 均 只 能 通过 从 数 的 概念 本 身 出 发 的 推理 得 到 
关于 数 的 新 结论 。 当然, 对 于 所 有 其 他 的 数学 结论 也 是 这 样 ， 如 
果 保持 在 纯 几 何 学 的 范围 内 , 就 是 说 如 果 完 全 脱离 任何 质 的 .具体 
的 内 容 来 考察 几何 图 形 , 那 未 除非 用 从 这 个 或 那个 图 形 概念 本 身 ， 
从 最 基本 的 几何 硫 念 和 公理 本 身 出 发 的 推 型， 我 们 就 不 能 得 到 新 
的 结论 。 例如 ,图 的 性 质 是 从 天 之 作为 与 一 定点 等 远 的 请 点 的 轨 

了 ) 恩 粘 所 , 反 社 林 论 , 10 一 11 页 ,人 民 出 版 社 , 1956 年 版 。 
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迹 的 概念 中 引伸 出 来 的 ， 完 全 不 必 考 虑 在 实验 中 检验 每 个 定论 的 
问题 . 


这 就 是 说 , 数学 的 抽象 性 质 预先 规定 了 这 个 事实 , 就 是 数学 定 


可 以 说 , 在 数学 中 研究 量 的 关系 时 , 注意 到 的 仅仅 是 它们 的 定 
义 本 身 中 所 包含 的 东西 ， 相应 地 ,数学 结论 是 用 从 定义 出 发 的 推 
理 得 到 的 。 当然 , 仅 从 字面 上 来 了 解 这 些 语 并 且 认 为 数学 概念 的 
十 分 严格 的 定义 的 形成 真正 先 于 相应 的 数学 理论 的 建立 ， 那 是 不 
正确 的 ; 事实 上 , 概念 本 身 殖 着 理论 的 发 展 ， 由 于 理论 发 展 的 结果 
而 更 加 精确 化 , 对 整数 概念 的 深刻 分 析 , 正如 几何 公理 的 精确 公式 
化 一 样 ,不 是 在 古代 , 而 是 直到 十 九 世 纪 来 才 作出 来 ， 设 起 似乎 有 
一 种 绝对 精确 地 定义 了 的 数学 概念 , 那 是 更 加 镜 误 的 ， 任 一 概念 ， 
不 管 宇 下 怎样 被 精确 地 定义 丁 , 也 还 是 机 变动 的 , 它 随 着 科学 的 必 
展 而 发 展 和 精确 化 . 这 已 经 由 全 部 数学 概念 的 发 展 所 证 明 , 这 只 是 
再 一 次 证 实 了 辞 证 法 的 这 样 一 条 基本 定理 ， 世 界 上 没有 任何 东西 
是 完全 不 变 和 无 论 如 何 也 不 发 展 的 ， 所 以 对 于 数学 概念 , 第 一 ,只 
能 说 到 它们 的 充分 的 确定 性 ， 无 论 如 何 也 不 能 涪 到 它们 的 完全 的 
确定 性 ， 第 二 ， 应 该 注意 到 它们 的 定义 的 精确 性 和 明星 性 以 及 对 
它们 分 析 的 深度 都 是 随 将 数学 的 发 展 而 不 断 发 展 某 ， 在 下 面 一 节 
中 我 们 还 有 机 会 讲 到 数学 概念 的 这 种 变动 性 ， 在 这 里 我 们 只 是 记 
住 这 一 点 ,而 注意 的 却 是 数学 概念 的 充分 确定 性 . 
正 是 数学 概念 的 这 种 确定 性 以 及 逻辑 本 身 的 普遍 意 义 成 了 数 
学 结论 具有 内 部 确 裔 性 利 泥 辑 必然 性 这 一 特点 的 原因 ， 思 因 的 数 
学 结论 的 不 可 避免 性 给 这 样 一 种 错误 室 念 以 借口 , 这 种 概念 认为 ， 
但 乎 数学 的 基础 是 纯粹 的 思维 , 似乎 数学 是 先 验 的 ,并非 起 源 于 经 
验 , 似乎 它 不 反映 现实 界 ， 例 如 , 著名 的 德国 哲学 家 康德 就 得 出 半 
这 类 的 观点 。 这 种 极 错误 的 唯心 主义 概念 之 所 以 产生 ， 就 特别 是 
因为 不 在 数学 的 现实 的 发 生 和 发 展 中 考察 数学 ， 而 是 在 既成 的 形 
式 上 考察 它 。 但 是 ， 这 种 方法 是 完全 不 行 的 ,简单 的 再 由 就 是 , 不 
符合 事情 的 实际 状况 . 数学 不 是 先 验 的 , 而 是 从 经 验 中 产生 的 一 一 
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这 是 确 当 不 移 的 事实 , 顺便 提 一 下 , 罗 德 的 欧 第 姆 早 就 写 出 了 几何 
学 的 实际 产生 情况 , 我 们 在 $ 3 中 已 经 引用 过 它 . 

不 但 数学 帮 念 本 身 ， 而 且 它 的 结论 , 它 的 方法 都 是 反映 现实 界 
的 .恩格斯 正 是 揭示 了 这 个 重要 情况 ， 当 他 写 道 :“ 数 学 的 量 似乎 
先 验 地 一 个 自 一 个 推导 出 来 , 这 并 没有 证 明 它 们 的 产生 是 先 验 的 ， 
而 只 是 证 明 它们 有 合理 的 相互 联系 ”。 数学 的 结论 和 证 明 是 作为 
估 们 在 经 验 中 所 研究 的 各 种 现实 联系 的 反映 而 产生 的 ， 数 的 加 法 
反映 了 把 几 个 物体 集合 现实 地 结合 成 为 一 个 。 关 于 两 个 三 角形 全 
等 的 定理 的 著名 证 明 中 讲 到 三 角形 的 选 合 , 无 恬 地 , 这 个 证 明 是 从 
把 两 个 对 象 互相 贴 附 在 一 起 的 实际 操作 中 产生 的 ， 这 种 操作 在 比 
较 对 象 的 大 小 时 经 常 采 用 。 用 积分 计算 体积 是 在 抽象 的 形式 中 反 
峡 了 用 许多 写 层 迭 加 成 一 个 物体 或 把 一 个 物体 切割 成 许多 薄 层 的 
现实 可 能 性 . 更 复杂 的 数学 证 明 是 在 这 样 的 物质 基础 上 进一步 发 
展 的 结果 、 

.数学 对 象 之 完全 会 弃 掉 任 何 具体 性 和 以 这 为 林 础 的 数学 
结论 的 思辩 特征, 引起 了 数学 的 另 一 个 重要 特点 : 在 数学 中 研究 的 
不 仅 是 直接 从 现实 界 抽象 出 来 的 量 的 关系 和 空间 形式 ， 而 且 还 研 
究 那 些 在 数学 内 部 以 已 经 形成 的 数学 概念 和 理论 为 基础 定义 出 来 
的 关系 和 形式 ， 恩格斯 正 是 注意 到 了 数学 的 这 个 特点 ， 当 他 说 明 
点 、 线 、 常 重 和 变量 等 概念 的 产生 时 说 :“…… 只 有 在 结 末 我 们 才 达 
到 理性 本 身 自由 创造 和 想象 的 产物 , 这 就 是 一 一 达到 虚数 .” 

虚数 不 是 象 我 们 说 过 的 整数 那样 从 现实 界 中 提取 出 来 的 ， 这 
兹 一 个 历史 事实 ， 它 们 最 初出 现 于 数学 内 部 ， 作 为 方程 mi~ 一 a 
《ae>0) 的 根 ， 从 代数 的 必然 发 展 中 出 现 的 .后 来 昌 然 逐渐 开始 很 
随意 地 运用 它们 了 , 但 是 它们 的 现实 意义 仍然 长 久 没 弄 清 楚 , 这 就 
是 为 什么 要 称 它 们 为 “虚数 ”的 道理 ， 以 后 , 发 现 了 它们 的 几何 解 
释 , 它们 得 到 许多 重要 的 应 用 .同样 地 , 罗 巴 切 夫 斯 基 的 几何 学 也 
是 作为 这 个 伟大 学 者 的 创造 物产 生 的 ， 他 还 没有 看 到 它 的 现实 意 
义 , 所 以 称 它 为 “想象 的 几何 学 "， 但 是 它 不 是 智慧 的 自由 游戏 ,而 
是 根据 几何 的 基本 概念 作出 来 的 必然 结论 ， 并 且 罗 巴 切 光 斯 基 是 

站. 





把 它 当 作 空间 形式 和 关系 的 可 能 成 立 的 理论 来 加 以 考察 的 因此 
对 于 恩格斯 所 说 的 “自由 创造 和 想象 "， 不 能 理解 为 简单 的 思想 任 
人 性， 科学 中 的 自由 创造 一 一 这 是 为 米 自 经 验 的 初始 故 念 和 原理 所 
决定 的 有 意识 的 逻辑 必然 性. 
在 由 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 和 精确 虚数 理论 莫 定 基础 的 数学 发 展 
的 新 阶段 上 , 产生 了 和 不 断 产生 着 许多 新 的 概念 和 理论 , 这 些 概念 
和 理论 是 在 已 经 形成 的 概念 和 理论 的 基础 上 建立 的 ， 而 不 是 从 现 
实 界 直接 提取 出 来 的 。 数 学 规定 和 研究 现实 界 的 各 种 可 能 形式 ， 
这 正 是 数学 发 展 的 最 近 阶 段 的 决定 性 特点 之 一 . 
辩证 唯物 主义 的 认识 论 对 这 个 特点 作 了 正确 的 理解 , 列宁 说 ; 

“认识 是 人 对 自然界 的 反 里， 但 是 , 这 并 不 是 简单 的 、 真 接 的 、 完 全 
的 反映 , 而 是 一 系列 的 抽象 过 程 , 即 概念 .规律 等 等 的 构成 , 形成 过 
程 . ”形而上学 的 唯物 主义 也 承认 : 认识 (其 中 有 数学 ) 是 自然 界 
的 反映 。 但 是 , 正如 列宁 所 指出 的 , 形而上学 的 唯物 主义 的 根本 缺 
陷 就 是 不 能 把 辩证 法 应 用 于 反映 论 », 形而上学 的 唯物 主义 不 了 
解 这 种 反映 的 复杂 性 , 不 了 解 反 映 是 通过 一 系列 抽象 过 程 进行 的 ， 
是 用 在 已 经 形成 的 概念 和 理论 的 基础 上 提出 新 概念 ， 建 立新 理论 
的 方法 来 进行 的 ， 是 用 不 仅 对 和 经验 中 给 出 的 末 西 加 以 考察 而 且 也 
对 可 能 的 东西 加 以 考察 的 方法 来 进行 的 。 其 实 从 已 给 出 的 东西 到 
可 能 的 东西 这 种 过 注 已 经 表现 在 象 任何 整数 或 者 无 穷 长 直线 这 样 
一 些 概念 的 形成 中 , 因为 在 经 验 中 既 没 有 给 出 任意 大 的 数 , 也 没有 
给 出 无 穷 长 的 直线 、 但 是 当 数 的 概念 结 虞 出 来 以 后 ， 那 末 就 从 这 
概念 本 身 中 , 就 从 用 连续 加 一 的 方法 形成 顺序 数 的 规律 本 身 中 , 显 
示 出 数列 无 限 延 续 的 可 能 性 。 完全 同样 地 ， 从 沿 直线 行进 中 也 总 
示 册 直线 无 限 延续 的 可 能 性 ， 这 种 可 能 性 表现 于 欧 几 里 得 的 第 二 
公设 中 ;“ 可 以 无 限 地 延长 任 一 直线 ”。 进一步 抽 象 得 到 了 关于 整 
个 自然 数 数列 的 概念 和 关于 整个 无 穷 直线 的 概念 ， 在 数学 发 展 的 
最 近 阶段 , 经 过 一 系列 抽象 过 程 和 概念 形成 过 程 来 建立 带 论 , 成 为 
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具 请 新 的 性 质 的 事 请 ， 但 是 , 尽管 执 稍 到 这 种 程度 , 数学 仍然 完全 
不 能 局 现实 界 脱离 ， 新 的 数学 理论 在 反 贤 现实 的 基础 上 作为 数学 
对 象 本 身 的 逻辑 结果 而 生长 出 来 , 正 是 因为 如 此 , 这 些 新 的 理论 在 
运用 于 物理 学 和 技术 问题 时 又 回 到 了 现实 界 ， 虚 数 就 是 这 样 的 
对 于 其 他 数学 理论 也 是 这 样 的 , 不 管 这 些 理论 怎样 抽象 

各 种 多 维 襟 间 的 理论 是 一 个 具有 特征 性 的 例子 ， 它 们 在 力学 
和 物理 学 的 影响 下 , 结合 代数 与 分 析 的 发 展 , 作为 欧 几 里 得 几何 学 
的 推广 而 建立 起 来 ， 这 些 思想 的 结合 引导 黎 昌 去 建立 一 般 理论 ， 
这 个 理论 被 其 他 数学 家 进一步 发 展 , 得 到 了 一 系列 重要 的 应 用 , 二 
后 成 为 爱 因 斯 坦 创立 广义 相对 论 、 更 准确 地 说 是 引力 理论 的 现成 
数学 工具 ， 抽 象 的 几何 理论 找到 了 这 样 光辉 的 应 用 不 是 偶然 的 ， 
不 是 由 于 “自然 界 与 理性 的 前 定 的 和 谐 "而 是 由 于 它们 本 身 是 在 
直接 从 经 验 中 产生 的 几何 学 的 基础 上 成 长 起 来 的 ， 并 且 这 些 理论 
的 建立 者 从 这 些 理论 产生 的 时 候 起 就 把 它们 同 研究 现实 空间 的 任 
务 联系 了 起 来 ， 黎 曼 特 别 直接 预见 到 自己 的 理论 与 引力 理论 的 关 
系 . 

于 是 , 在 数学 的 发 展 中 体现 了 由 列宁 所 表述 的 认识 的 运动 规 
律 :“ 当 轧 维 从 具体 的 东西 上 升 到 拍 象 的 东西 时 ， 它 不 是 离开 一 一 
如 果 它 是 正确 的 …… 一 一 真理, 而 是 接近 真理 ， 物 质 的 抽 旭 自然 
规律 的 抽象 , 价值 的 抽象 及 其 他 等 等 , 一句 话 , 那 一 切 科学 的 (正确 
的 、 郑 重 的 、 不 是 党 唐 的 ) 抽象 ,都 更 深刻 ,更 正确 更 完全 地 反 耻 着 





是 认识 真理 , 认识 客观 实在 的 辩证 的 途径 . 症 

从 以 上 所 讲 的 可 以 明显 地 看 出 ， 那 种 认为 数学 理论 只 是 -- 底 
约定 的 公式 , 用 来 在 “ 凡 维 经 济 原理 ”的 基础 上 描述 经 验 材料 或 
“排列 感觉 顺序 ”的 唯心 主义 观点 是 完全 错误 的 . 

恩格斯 指出 《 见 本 节 开始 的 引文 )， 从 现实 世界 抽 银 出 来 的 数 
学 原理 , 好 象 是 作为 某 些 现成 的 公式 , 与 现实 世界 相对 立 并 被 用 来 
研究 现实 世界 。 例如 , 我 们 实际 上 经常 把 数字 表 为 现成 的 形式 加 
”D 列 3 将 学 笔记 155 页 ,人 民 出 版 社 , 1957 年 版 
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以 利用 。 戏 于 在 更 高 的 抽 银 程度 上 产生 的 理论 尤其 是 这 样 ， 黎 曙 
几何 学 对 于 引力 理论 是 现成 的 数学 公式 ， 就 是 已 经 提 到 过 的 一 个 
例子 ， 但 是 夸 格 斯 解释 说 : 应 用 数学 来 研究 现实 世界 的 这 种 可 能 
性 的 根据 在 于 : 数学 从 这 个 世界 本 身 提取 出 来 , 并 且 仅仅 表现 这 个 
世界 所 国有 的 关系 的 形式 部 分 , 因 之 才能 够 一般 地 加 以 应 用 ， 许 
多 理论 是 在 数学 本 身 内 部 建立 的 这 个 事实 也 丝毫 不 能 改变 这 种 往 
释 ， 这 些 理 论 作为 现实 的 可 能 形式 的 理论 而 产生 , 它们 完全 不 是 
约定 的 ， 因 为 它们 是 由 于 对 象 的 避 押 发展 本身 的 结果 而 必然 产生 
的 , 也 正 是 因为 如 此 它们 才 有 许多 现实 的 应 用 ， 无 论 如 何 , 数学 理 
论 以 这 种 或 那 种 方式 反映 现实 界 ， 所 不 同 的 只 是 在 一 些 情形 中 反 
映 比 较 直 接 , 而 在 另 一 些 情形 中 反映 要 经 过 一 系列 抽象 过 程 , 概念 
形成 过 程 等 等 . 

65、 数学 发 展 的 最 近 阶 从 的 特征 不 仅 是 更 高 的 抽象 程度 , 它 的 
特征 还 在 于 数学 对 象 的 重大 推广 已 经 越 出 了 对 量 的 关系 和 空间 形 
式 的 最 初 理解 的 范围 

在 多 维 或 无 限 维 空间 中 的 图 形 一 这 当然 不 是 普通 意义 下 的 
旧闻 形式 ， 邵 当 我 们 大 家 注意 的 只 是 其 通 的 现实 空间 而 不 是 数学 
的 抽象 空 间 时 所 理解 的 那 种 空间 形式 。 这 些 空间 有 现实 的 意义 ， 
在 抽象 的 形式 上 反映 了 现实 界 的 一 定形 式 ， 但 是 这 些 形 式 只 是 与 
空间 形式 相似 ; 因此 对 于 普通 的 现实 空间 米 说 可 以 称 它们 为 “类 空 
间 ”， 在 讲 到 多 维 空间 和 其 中 的 图 形 时 , 我 们 对 空间 概念 加 上 了 新 
的 内 容 , 所 以 , 必须 清楚 地 区 别 数学 中 广义 的 抽象 空间 概念 和 作为 
物质 存在 的 普遍 形式 的 原 有 意义 下 的 空间 概念 

产生 在 上 世纪 末 、 现 在 已 得 到 广泛 发 展 的 新 学 科 一 数理 迎 
辑 ， 可 以 作为 数学 对 象 越 出 量 的 关系 和 空间 形式 这 些 字眼 的 初始 
意义 的 范围 的 另 一 个 例 于 .数理 逻辑 考察 的 对 象 是 数学 结论 的 结 
的 , 换 句 恬 说 , 它 研究 那些 命题 可 以 用 给 定 的 方法 从 给 定 的 前 提 中 
推导 出 来 。 正如 数学 所 具有 的 特性 一 样 , 数理 天 辑 研究 自己 的 对 
象 是 完全 合计 内 容 的 , 因此 以 公式 代 蔻 了 命题 , 而 以 运用 这 些 公式 
的 规则 代 疹 了 论断 的 规则 、 前 提 和 结论 之 则 的 关系 , 公 型 和 定理 
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之 间 的 关系 当然 不 能 归结 为 空间 形式 或 普通 意义 下 的 量 的 关系 ， 
例如 , 归结 为 概念 外 延 的 关系 . 

我 们 指出 群 论 作 为 另 一 个 例子 ， 群 论 可 以 理解 为 关于 对 称 的 
最 一 般 形式 的 学 说 。 但 是 我 们 说 ， 当 硫 从 斜 方形 晶体 过 滚 到 角 柱 
形 晶 体 时 , 则 体 对 称 的 改变 是 物质 状态 的 根本 的 质 的 改变 所 以 ， 
群 论 是 关于 这 样 一 些 量 或 关于 对 象 的 这 样 一 些 规定 性 的 学 说 ， 这 
些 量 或 规定 性 的 变化 同 对 象 自身 的 根本 变化 相伴 随 . 

因此 ， 数 学 对 象 的 推广 引起 了 重 的 关系 和 空间 形式 概念 本 身 
的 重大 推广 ， 在 这 种 情况 下 ， 这 种 推广 了 的 数学 对 象 的 一 般 特征 
是 怎样 的 呢 ? 

如 果 不 用 列举 的 办 法 ， 而 用 力求 表明 那些 存在 于 数学 对 象 的 
全 部 多 样 性 中 的 一 般 的 和 具有 特征 性 的 东西 的 办 法 来 回答 这 个 问 
炭 , 那 末 本 质 上 我 们 可 以 从 恩格斯 的 著作 中 找到 答案 。 只 要 不 仅 
仅 注 意 到 他 对 数学 对 象 的 说 明 ， 而 且 注意 到 他 对 考察 这 种 对 象 的 
方法 的 说 明 : 把 形式 和 关系 完全 从 内 容 中 抽象 出 来 , 就 足以 得 到 符 
案 。 数 学 的 这 个 抽象 的 特点 同时 也 给 出 了 它 的 对 象 的 定义 ， 

数学 的 对 象 是 现实 界 的 这 样 一 些 形式 和 关系 ， 这 些 形式 和 关 
系 客观 地 具有 与 内 容 无 关 的 性 质 ， 无 关 到 这 样 的 程度 以 致 能 够 把 
它们 完全 从 内 容 中 抽 和 出 来 , 并 且 能 够 在 一 般 的 形态 中 定义 出 米 ， 
达到 这 样 的 明确 性 和 精确 性 , 保持 这 样 丰 富 的 联系 , 以 致 成 为 理论 
的 逻辑 发 展 的 根据 ， 如 果 在 一 般 说 法 的 意义 下 也 称 这 样 一 些 关系 
和 形式 为 量 的 关系 和 形式 的 话 , 那 末 可 以 简单 地 说 , 数学 以 纯粹 形 
态 的 最 的 关系 和 形式 作为 自己 的 对 象 . 

抽象 钨 对 不 是 数学 所 特有 的 .但 是 其 他 科学 感 兴 趣 的 首先 是 
自己 的 抽象 公式 同 某 个 完全 确定 的 现象 领域 的 对 应 问题 、 研 究 已 
经 形成 的 概念 系统 对 给 定 现象 领域 的 运用 界限 问题 和 所 采用 的 扑 
象 系统 的 相应 更 换 问 题 ， 并 把 这 些 作为 最 重要 的 任务 之 一 。 相反 
地 , 数学 完全 会 弃 了 具体 现象 去 研究 一 般 性 质 , 在 抽象 的 共性 中 考 
察 这 些 抽象 系统 本 身 , 而 不 管 它们 对 个 别 具 体 现象 的 应 用 界限 . 可 
以 说 ,数学 抽象 的 这 样 绝对 化 才 是 数学 座 特 有 的 . 


0. 





正 是 数学 所 研究 的 形式 具有 上 述 与 内 容 的 客观 的 无 关 性 规定 
了 数学 的 基本 特点 : 它 的 思辩 的 特点 , 它 的 结论 的 逻辑 必然 性 和 看 
来 不 可 变动 的 性 质 , 以 及 新 概念 和 新 理论 产生 于 数学 内 部 的 事实 ; 
数学 应 用 的 特点 被 这 个 与 内 容 无 关 的 性 质 所 规定 。 当 我 们 能 够 把 
实际 问题 翻译 成 数学 的 语言 时 ， 我 们 同时 能 够 激 开 问题 的 次 要 的 
县 体 特点 , 利用 一 般 公式 和 结论 , 得 出 一 定 的 结果 .所 以 , 数学 的 
抽象 性 成 为 了 它 的 力量 , 这 种 抽象 性 实际 上 是 必须 的 . 

8， 现 在 回 到 恩格斯 关于 数学 的 论断 ,我 们 可 以 看 到 ,在 这 个 
论断 中 包含 了 多 么 深刻 和 丰富 的 内 容 和 怎样 的 发 颖 的 可 能 性 ， 他 
自己 并 不 是 数学 家 , 却 对 这 门 科学 的 基础 作出 了 这 样 深刻 的 分 析 ， 
这 不 仅 因为 他 是 伟大 的 思想 家 , 而 最 主要 地 , 是 六 为 他 掌握 本 辩证 
唯物 主义 并 以 它 为 指导 来 解释 数学 本 质 的 问题 ， 不 难 理解 ,为 什 
么 在 恩格斯 以 前 没有 人 能 够 这 样 深刻 和 正确 地 解决 这 个 问题 ， 最 
伟大 的 数学 家 们 也 没有 能 够 在 这 样 的 程度 上 解决 这 个 问题 . 

同样 地 , 以 后 列宁 对 物理 学 的 问题 给 出 了 被 为 深刻 的 分 析 , 这 
个 分 析 超 出 了 这 个 领域 中 所 完成 的 一 切 工作 . 

这 个 事实 再 一 次 证 明了 辩证 唯物 主义 的 意义 和 力量 ， 这 个 事 
实证 明 , 为 了 掌 操 一 门 科学 , 认识 它 的 个 别 原理 是 不 够 的 , 甚至 在 
这 门 科学 上 作 一 个 创造 性 的 工作 者 也 还 不 够 一 一 为 了 掌握 一 门 科 
学 , 还 必须 掌握 正确 的 一 般 方法 , 掌握 辨证 唯物 主义 、 离 开 辩 证 唯 
物 主义 , 科学 结论 或 者 成 为 轮 跟 模糊 的 一 堆 , 或 者 表现 为 班 曲 的 形 
式 ; 代 规 了 对 科学 的 正确 认识 再 得 出 关于 科学 的 荡 话 的 , 形而上学 
的 , 唯心 主义 的 观念 ， 例 如, 许多 不 掌握 辩证 唯物 主义 的 数学 家 或 
者 完全 不 能 了 解 自己 这 门 科学 的 一 般 癌 题 ， 或 者 对 它们 的 解释 是 
完全 错误 的 ”， 

在 恩格斯 写 * 反 杜 林 论 > 的 时 候 ， 即 在 1876 一 1877 年 ， 非 欧 几 


也 例如 ,指出 这 样 一 件 事 情 是 很 有 站 的 : 两 个 有 名 的 美国 几何 学 家 路 布 伦 和 怀特 
海德 在 自己 的 著作 < 招 分 几何 基础 中 , 企 医 接 扰 到 几何 学 是 什么 的 定义 同 题 ,并 得 出 
结论 说 ， 定义 是 不 可 能 给 出 的 ， 除 非 是 这 样 :“ 几 何 学 是 专家 们 称 之 为 几何 学 的 东 
西 … 
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何 学 和 多 维 空间 几何 学 刚刚 在 数学 家 之 问 得 到 承认 ， 群 论 刚刚 形 
成 , 集合 论 刚 刚 产生 , 而 数理 乏 辑 仅仅 靖 芽 .所 以 可 以 理解 , 数学 
发 展 的 新 阶段 的 特点 不 能 由 恩格斯 详尽 地 描述 出 来 ; 但 虽然 如 此 ， 
我 们 在 他 的 论断 中 也 可 以 找到 对 于 理解 这 些 特点 的 指示 、 


89. 数学 发 展 的 规律 性 


最 后 , 我 们 试图 简要 地 叙述 一 下 数学 发 展 的 一 般 规律 性 . 

1. 数学 不 是 任何 一 个 历史 时 代 ,任何 一 个 民族 的 产物 ; 它 是 
好 几 个 时 代 的 产物 , 许多 莫 纪 的 人 们 工作 的 产物 我 们 已 经 看 到 ， 
数学 的 最 初 的 概念 和 原理 在 远古 时 代 就 产生 了 ， 还 在 两 千 多 年 以 
前 就 形成 了 严谨 的 体系 。 不 管 数学 经 历 了 多 少 次 改造 , 它 的 概念 
和 结论 都 仍旧 保持 下 来 , 从 一 个 时 代 过 渡 到 另 一 个 时 代 , 例如 , 算 
术 规 则 或 毕 达 豆 拉 斯 定理 就 是 这 样 . 

新 的 理论 把 先前 的 成 就 包括 到 自身 中 来 ， 把 先前 的 成 就 加 以 
精确 化 , 补充 和 推广 . 

同时 , 如 同 从 上 述 的 数学 史 的 简要 提纲 中 显然 看 到 的 那样 , 数 
学 的 发 展 不 仅 不 能 归结 为 新 定理 的 简单 积累 ， 而 且 还 包括 了 重要 
的 、 质 的 变化 ， 与 此 相应 ， 数 学 的 发 展 划分 为 好 几 个 时 期 ， 各 个 时 
期 间 的 过 湾 正 是 以 这 门 科 学 的 对 象 本 身 或 结构 的 这 些 根本 变化 为 
标志 的 . 
来 ， 园 时 , 简单 的 , 最 直接 的 字 而 意义 上 的 空间 形式 和 量 的 关系 仍 
然 是 数学 的 最 重要 的 对 象 ， 而 对 新 的 联系 和 关系 的 数学 理解 由 于 
已 经 形成 的 量 的 和 空间 的 科学 概念 系统 ， 并 以 这 个 概念 系统 为 基 
础 而 不 可 避免 地 产生 出 来 . 

最 后 ,数学 本 身 内 部 成 果 的 积累 ， 必 然 要 引起 向 新 的 抽象 阶 
段 , 向 新 的 概括 的 概念 上 升 , 以 及 对 于 基础 和 原始 概念 分 析 的 深 
化 . 

正如 一 棵 握 树 在 健壮 的 生长 中 , 爵 新 的 树 层 使 老 枝 变 粗 , 长 出 


“71. 


新 枝 , 枝叶 往 上 长 高, 根 又 往 下 长 深 一 样 , 数学 在 自己 的 发 展 过 程 
中 把 新 的 材料 活 加 到 已 经 形成 的 领域 之 中 , 形成 新 的 方向 , 升 到 新 
的 抽象 高 度 , 并 在 基础 方面 更 加 深化 . 

2. 数学 以 现实 界 的 现实 形式 和 关系 作为 自己 的 对 象 , 但 是 ， 
正如 恩格斯 说 过 的 那样 ， 为 了 在 纯粹 形态 上 来 研究 这 些 形式 和 关 
系 , 必须 把 它们 同 它们 的 内 容 完 全 割 慌 开 来, 把 它们 的 内 容 抛 在 一 
边 当 作 没有 什么 关系 的 东西 。 但 是 , 离开 内 容 的 形式 和 关系 是 不 
存在 的 , 数学 的 形式 和 关系 不 能 绝对 地 同 内 容 无 关 ， 因 此 , 数学 按 
其 本 质 企图 实现 这 种 著 腹 , 是 企图 实现 一 种 不 可 能 的 事情 ， 这 就 
是 在 数学 的 本 版 中 的 根本 牙 盾 ， 这 种 函 盾 是 认识 的 普遍 子 拓 在 数 
学 方面 的 特殊 才 现 ， 思 想 反映 现实 界 的 任何 现象, 任何 方面 任何 
因素 , 都 把 这 些 现象 方面、 因素 粗糙 化 了 ,简单 化 了 , 把 它们 从 自 
然 界 的 普遍 联系 中 制 开 了 。 当 人 们 研究 空间 的 性 质 ， 确 定 空间 具 
有 胸 几 里 得 几何 的 性 质 时 , 人 们 完成 了 一 个 极为 重要 的 认识 步骤 ， 
但 是 , 在 这 之 中 就 包含 了 一 个 错误 : 空间 的 现实 的 性 质 被 简单 化 、 
公式 化 , 抽象 得 离开 物质 了 ， 但 是 , 没有 这 个 步骤 就 根本 不 可 能 有 
几何 学 ， 正 是 在 这 种 搞 象 的 基础 上 ( 既 从 它 内 部 的 研究 中 ， 又 从 数 
学 的 结果 园 其 他 科学 的 新 材料 的 对 照 中 ), 产生 了 和 巩 加 了 新 的 几 
何 理论 ， 

在 日 益 接近 于 现实 的 各 个 认识 阶段 上 不 断 解 决 和 恢复 上 述 的 
矛盾 , 就 是 认识 发 展 的 本 质 。 并 且 , 认识 的 积极 内 容 , 认识 中 绝对 
真理 的 因素 当然 是 决定 性 的 。 认识 依 上 升 的 路 线 前 进 ， 而 不 是 路 
步 不 前 ， 和 错误 简单 地 混合 在 一 起 。 认识 运动 就 是 不 断 克 服 其 不 
精确 性 和 局 限 性 . 

上 述 的 基本 矛盾 随 着 引起 了 另 一 些 天 质 ， 我 们 从 不 连续 与 连 
续 的 对 立 的 例子 中 看 到 了 这 种 也 质 、( 在 自然 界 中 , 不 连续 与 连续 
之 间 没 有 总 对 的 分 割 ， 在 数学 中 把 它们 加 以 分 割 不 可 避免 地 引起 
了 创立 更 新 的 概念 的 必要 性 , 这 些 新 概念 要 更 深刻 地 反映 现实 界 ， 
同时 克服 现存 数学 理论 的 内 在 不 完善 竹 , 有 限 和 无限 .抽象 和 具 
体 、 形 式 和 内 容 等 等 全 都 一 样 ， 它 们 痢 是 数学 中 的 根本 艺 盾 的 表 
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钢 。 但 是 , 数学 中 的 根本 了 矛盾 的 决定 性 的 表现 却 是 在 于 : 数学 舍弃 
了 具体 的 东西 ,周旋 在 自己 的 抽象 概念 的 图 于 中 , 因而 脱离 了 实验 
和 实 跨 ,可 是 同时 ,数学 只 有 以 实践 为 基础 , 只 有 不 是 纯粹 的 而 是 
应 用 的 数学 时 ， 才能 是 科学 《 即 具有 认识 的 价值 )。 用 儿 名 黑 格 尔 





数学 理论 在 其 形式 上 作为 对 于 具体 结论 的 某 种 公式 同 现实 内 
容 相对 立 。 数学 是 把 自然 科学 的 量 的 规律 化 为 公式 的 方法 , 是 研 
究 自 然 科学 理论 的 工具 ,是 解决 自然 科学 和 技术 问题 的 手段 ， 现 
阶段 的 纯粹 数学 的 意义 首先 就 在 于 数学 的 方法 ， 正 如 一 切 方法 不 
能 自身 存在 和 发 展 , 只 能 在 其 应 用 的 基础 上 , 在 同 应 用 到 它 的 内 容 
相 联系 之 中 存在 和 发 展 一 样 , 数学 也 不 能 离开 应 用 而 存在 和 发 展 . 
这 里 又 表现 出 对 立 的 统一 : 一 般 方 法 作为 解决 具体 任务 的 手段 , 同 
具体 任务 相对 立 , 但 是 它 自身 又 起 产 生 于 具体 材料 的 概括 之 中 , 只 
能 在 解决 具体 任务 之 中 存在 ,发 展 和 得 到 检 证 . 

3. 社会 实践 在 数学 的 发 展 中 从 三 个 方面 起 了 决定 性 的 作用 。 
社会 实践 向 数学 提出 新 的 问题 , 刺激 数学 向 这 个 或 那个 方向 发 展 ， 
并 且 提 供 检 证 数学 结论 的 真理 性 的 标准 . 

从 数学 分 析 的 产生 这 个 例子 上 可 以 非常 清楚 地 团 到 这 一 点 . 
首先 , 正 是 力学 和 技术 的 发 展 提出 了 从 一 般 的 形态 上 研究 变量 间 
的 依赖 关系 的 问题 。 阿 基 米 德 十 分 接近 了 微分 和 积分 的 计算 , 但 
却 停留 在 静 力学 问题 的 范围 之 内 , 只 是 到 了 研究 运动 的 时 候 , 产生 
了 变量 和 函数 概念 , 牙 促使 数学 分 析 的 形成 ， 牛顿 如 果 没 有 发 展 
相应 的 数学 方法 , 就 不 能 发 展 力学 . 

其 次 , 正 是 社会 生产 的 需要 促使 所 有 这 些 问题 的 提出 和 解决. 
无 论 在 古代 社会 , 或 是 中 世纪 社会 , 这 些 推动 力 都 还 不 存在 ， 最 
后 , 非常 值得 注意 的 是 , 数学 分 析 在 其 产生 的 时 候 正 是 在 应 用 中 来 
证 实 自己 的 结论 、 正 是 因为 如 此 ， 它 才能 离开 它 的 基本 概念 《 变 
量 、 丙 数 、 极 限 ) 的 严格 定义 耐 发展, 这些 严格 定义 是 以 后 才 给 出 
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的 、 分 析 的 真理 性 是 由 它 在 力学 、 物 理学 和 技术 中 的 应 用 而 确立 
的 . 

在 数学 发 展 的 所 有 时 期 中 情形 都 是 如 此 .从 十 七 世纪 开始 ， 
理论 物理 学 和 新 技术 问题 同 力学 一 道 对 数学 的 发 展 发 生 了 最 直接 
的 影响 ， 连 续 介质 力学 , 后 来 还 有 场 论 (热传导 、 电 、 磁 、 重 力 场 ) 引 
向 了 偏 微 分 方程 理论 的 发 展 、 上 世纪 末 开 始 的 分 子 理论 的 研究 和 
整个 统计 物理 学 , 是 概率 论 , 特别 是 随机 过 程 理论 发 展 的 重要 推动 
力 ， 相 对 论 在 黎 曼 几何 及 其 分 析 方 法 和 推广 的 发 展 中 起 了 决定 性 
的 作用 。 

现在 , 新 的 数学 理论 如 泛 函 分 析 等 的 发 展 , 是 出 量子 力学 和 电 
动力 学 问题 .计算 技术 问题 、 物 理学 和 技术 的 统计 问题 等 等 所 推动 
的 。 物理 学 和 技术 不 仅 向 数学 提出 新 的 问题 ， 促 使 数学 去 研究 新 
的 对 象 ， 而 且 也 促进 了 那些 现在 为 它们 所 需要 而 原先 在 很 大 程度 
上 是 从 数学 本 身 内 部 形成 的 数学 部 门 的 发 展 ， 黎 曼 儿 何 的 情形 便 
是 这 样 的 ， 简 言 之 , 为 了 迅速 发 展 一 门 科学 , 不 仅 需要 这 门 科 学 能 
秘 决 新 的 问题 ， 而 且 解 决 这 些 问 题 的 必要 性 还 应 该 是 社会 发 展 的 
需要 所 规定 的 。 在 数学 中 最 近 产 生 了 许多 理论 , 但 是 只 有 那些 在 
自然 科学 和 技术 中 找到 了 应 用 ， 或 者 在 具有 这 种 应 用 的 那些 理论 
的 重要 概括 中 起 了 作用 的 理论 , 才 得 到 了 发 展 , 才能 丽 园 地 列 入 科 
学 之 中 ， 而 另 一 些 理论 却 停滞 不 前 , 例如 , 某 些 没有 找到 重要 的 应 
用 的 精炼 化 了 的 几何 理论 ( 非 藏 扎 尔 、 非 阿 基 米 德 儿 何 ) 就 是 这 样 . 

数学 结论 的 真理 性 不 是 在 一 般 的 定义 和 公理 中 ， 也 不 是 在 证 
明 的 形式 的 严格 性 中 , 而 是 在 现实 的 应 用 中 ， 也 就 是 说 , 归根 到 底 
是 在 实践 中 得 到 最 后 的 证 实 . 

整个 地 说 , 数学 的 发 展 必须 首先 理解 为 其 对 象 的 逮 辑 (反映 在 
数学 本 身 的 内 在 逻辑 中 )、 生 产 的 影响 以 及 同 自 然 科学 的 联系 三 者 
的 相互 作用 的 结果 , 这 种 发 展 是 以 对 立 的 斗争 的 复杂 途径 进行 的 ， 
其 中 包括 教学 的 基本 内 容 和 形式 的 重要 变化 从 内 容 上 来 说 , 数 
学 的 发 展 决定 于 其 对 象 ， 但 是 它 基本 上 利 归根 到 底 是 由 生产 的 需 
要 所 促进 的 数学 发 展 的 基本 规律 性 就 是 如 此 . 


“Ts 


当然 , 我 们 不 应 当 忘记 , 这 里 说 的 只 是 基本 的 规律 性 , 数学 同 
生产 的 联系 ,一 般 说 来 ,是 复杂 的 .从 前 面 所 说 的 可 以 显然 看 出 ， 
如 果 企 图 论证 每 一 种 数学 理论 的 出 现 都 是 直接 的 “生产 定货 "， 那 
是 幼稚 的 .而 且 , 数学 同一 切 科学 一 样 ,具有 相对 的 独立 性 和 自身 
内 在 的 逻辑 , 这 种 内 在 逻辑 , 我 们 强调 指出 过 , 反映 了 客观 的 屎 辑 ， 
即 其 对 象 的 规律 性 . 

&.， 数 学 一 向 不 仅 经 受 社会 生产 的 最 重要 的 影响 , 而 且 径 受 全 
部 社会 条 件 的 整体 的 最 重要 的 影响 ， 它 在 古 希 腊 的 最 发 达 的 时 代 
的 辉煌 进步 ， 代 数 在 意大利 文艺 复兴 时 代 的 成 就 ， 分 析 在 英国 革 
命 之 后 的 时 代 的 发 展 ， 数 学 在 法 国 紧 接 装 法 国 革命 的 时 代 的 进 
展 一 一 所 有 这 些 令 人 信服 地 显示 了 数学 的 进步 同 社会 的 一 般 技 
术 、 文 化 和 政治 的 进步 的 不 可 分 割 的 联系 . 

从 数学 在 俄国 发 展 的 例子 上 也 可 以 鲜明 地 看 到 这 一 点 ， 从 罗 
巴 切 夫 斯 基 、 奥 斯 特 洛 格拉 斯 基 、 车 比 雪夫 开始 的 独立 的 俄国 数学 
学 误 的 建立 ， 是 不 能 同 狐 同 整个 社会 的 进步 分 开 的 ， 罗 巴 切 夫 斯 
基 的 时 代 一 一 这 是 普希金 、 格 林 卡 的 时 代 , 十 二 月 党 人 的 时 代 , 数 
学 的 繁 架 是 普遍 高 涨 的 因素 之 一 . 

伟大 的 十 月 社会 主义 革命 以 后 的 时 期 中 社会 发 展 对 数学 的 影 
响 是 更 加 令 人 信服 的 , 在 这 段 时 期 中 , 具有 基本 意义 的 研究 在 许多 
方向 上 以 惊人 的 速度 一 个 跟着 一 个 出 现 ， 这 些 方向 包括 : 集合 论 、 
拓扑 学 、 数 论 、 概 率 论 、 微 分 方程 理论 、 泛 函 分 析 \ 代 数 .几何 . 

最 后 ， 数 学 一 向 经 受 而 且 现在 仍然 经 受 着 思想 体系 的 显著 影 
响 ; 如 同 在 一 切 科学 中 一 样 , 数学 家 和 哲学 家 们 是 在 这 样 或 那样 的 
思想 体系 的 领域 中 领会 和 理解 数学 的 客观 内 容 的 . 

简 言 之 ， 科 学 的 客观 内 容 总 是 被 置 放 于 这 些 或 那些 思想 形式 
中 ， 这 两 个 辩证 的 对 立 面 一 一 客观 内 容 和 思想 形式 一 一 的 统一 与 
斗争 ,在 数学 中 , 如 同 在 一 切 科学 中 一 样 , 对 于 这 门 科学 的 发 展 起 
了 远 非 油 末 的 作用 ， 

与 科学 的 客观 内 容 相 适 应 的 唯物 主义 同 与 这 一 内 容 相 蔬 盾 并 
对 它 作 在 曲 理 解 的 唯心 主义 之 辣 的 斗争 ， 革 囊 在 数学 的 全 部 历史 
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中 .这 个 斗争 还 在 古 着 腊 时 代 就 明显 地 表现 出 来 , 毕 达 哥 拉 斯 . 苏 
格拉 底 和 柏拉图 的 唯心 主义 反对 法 勒 斯 、 德 莫 克利 特 和 其 他 建立 
了 希 异 数 学 的 哲学 家 们 的 唯物 主义 ， 随 着 奴隶 占有 制 的 发 展 ， 社 
会 的 上 层 分 子 就 脱离 了 生产 , 认为 参加 生产 是 下 层 阶级 的 命运 , 这 
就 产生 了 "纯粹 "科学 同 实践 的 脱离 。 只 有 炖 粹 的 理论 几何 学 才 得 
到 了 真正 的 哲学 家 的 应 有 注意 值得 注意 的 是 ,柏拉图 认为 当时 
出 现 的 某 些 力学 曲线 甚至 圆锥 曲线 的 研究 是 不 属于 几何 学 的 范围 
之 内 的 , 因为 这 些 研究 “并 不 引导 我 们 同 永 伍 的 非 肉 体 的 理想 相 往 
来 ,而 是 “庸俗 的 手工 业 工具 的 运用 中 所 需要 的 ”. 

数学 中 唯物 主义 反对 唯心 主义 的 斗争 的 一 个 鲜明 的 例子 ， 古 
罗 巴 切 夫 斯 基 的 活动 ， 他 提出 和 坚持 了 对 数学 的 唯物 主义 理解 来 
反对 康德 主义 的 唯心 主义 观点 . 

对 于 俄国 数学 学 派 ， 一 般 地 是 以 唯物 主义 传统 为 特征 的 ， 例 
如 , 车 比 雪夫 明确 地 强调 实践 的 决定 性 作用 , 而 李 雅 普 诺 夫 则 用 下 
述 的 著名 语句 来 表明 我 国 数学 学 派 的 风格 : “详尽 地 研究 那些 从 应 
用 的 观点 看 来 特别 重要 , 同时 又 提出 了 特别 的 理论 困难 , 要 求 发 明 
新 的 方法 和 .上升 到 科学 原则 的 问题 , 然后 就 概括 已 经 得 到 的 结论 ， 
用 这 种 方式 建立 或 多 或 少 一 般 的 理论 , ”概括 和 抽象 并 不 是 本 身 存 
在 , 而 是 间 具 体 材料 联系 著 ; 定理 和 理论 并 不 是 本 身 存在 , 而 是 同 
归根 到 席 要 导向 实践 的 科学 有 着 普遍 联 系 一 一 实际 上 这 正 是 很 重 
要 的 和 很 有 希望 的 2。 

像 高 斯 和 获 音 这 样 的 大 科学 家 的 意图 也 是 这 样 的 、 

但 是 , 随 着 资本 主义 在 欧洲 的 发 展 , 反映 营 十 六 世纪 到 十 九 直 
纪 正 在 上 升 的 资产 阶级 的 进步 思想 体系 的 唯物 主义 观点 ， 开 始 被 
唯心 主义 观点 所 代 若 ， 例 如 , 康 托 尔 〈1846 一 1918) 建立 了 无 穷 集 
仓 理 论 , 却 公然 援引 神 说 了 这 样 意思 的 话 , 似乎 无 穷 集合 在 神 的 理 
智 中 有 着 绝对 的 存在 ， 十 九 世纪 末 二 十 世纪 初 法 国 的 大 数学 家 庞 


了 一 般 说 来 ,对 数 池 各 部 门 相互 间 的 必 热 联系 , 以 及 与 自然 科学 和 实 焉 的 必然 联 


系 的 理解 不 但 对 数学 本 身 的 正确 观点 有 十 分 重大 的 意义 ,而且 对 学 者 们 选 定 研究 的 方 
向 和 对 象 也 有 十 分 重大 的 意义 。 
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加 来 提出 了 唯心 主义 的 “约定 论 "观点 , 根据 这 种 观点 , 数学 是 为 了 
描述 经 验 的 多 样 性 的 方便 而 末 用 的 有 条 件 的 约定 系统 。 例如 ， 按 
恨 许 加 来 的 意见 , 欧 几 里 得 几何 公理 只 不 过 是 有 条 件 的 约定 , 它们 
的 价值 决定 于 方便 和 简单 , 而 不 决定 于 同 现实 界 的 一 致 、 因 此 , 庞 
加 来 说 , 例如 , 在 物理 学 中 宁可 抛弃 光 直 线 传 播 的 定律 , 而 不 愿 抛 
弃 欧 几 单 得 几何 学 。 这 个 观点 为 相对 论 的 发 展 所 驭 倒 ， 相 对 论 不 
顾 欧 几 里 得 几何 的 全 部 “简单 "与 “方便 " 却 同 罗 巴 切 夫 斯 基 和 黎 
曼 的 唯物 主义 恩 想 完 全 一 致 , 得 出 结论 说 , 空间 的 现实 的 几何 学 并 
不 是 欧 几 里 得 几何 学 . 

在 集合 论 中 发 生 的 困难 的 基础 上 ， 又 由 于 对 数学 的 基本 概念 
进行 分 析 的 必要 性 ， 在 十 九 世纪 初 ， 数 学 中 间 出 现 了 不 同 的 倾向 ， 
对 数学 的 内 容 的 理解 的 一 致 消失 了 ; 不 同 的 数学 家 开始 不 仅 技 不 
同 的 方式 考察 这 门 科学 的 一 般 基 础 , 这 在 以 前 也 是 有 过 的 , 而 且 其 
至 按 不 同 的 方式 来 评价 一 些 个 别 的 具体 结果 和 证 明 的 意义 和 价 
值 ， 某 些 结 论 对 一 部 分 人 来 说 被 认为 是 有 意义 和 有 内 容 的 ， 另 一 
部 分 人 却 认为 是 没有 意义 和 价 们 的 ， 产 生 了 “ 迎 辑 主义 “直觉 主 
义 ”"、“ 形 式 主义 ”等 唯心 主义 潮流 . 

敢 辑 主义 者 断言 ， 全 部 数学 是 从 逻辑 概念 中 导出 的 ， 直觉 主 
义 者 认为 数学 的 来 源 在 于 直觉 ， 认 为 只 有 能 直觉 地 感受 的 东西 才 
有 意义 ， 因 此 , 他 们 特别 完全 否定 康 托 尔 的 无 穷 集合 理论 的 意义 ， 
此 外 ， 直 党 主义 者 甚至 否认 像 任何 mw 次 的 代数 方程 都 有 wm 个 根 的 
定理 这 类 判断 的 简单 意义 。 在 他 们 看 来 , 这 个 判断 是 空洞 的 , 如 果 
没有 指出 算出 根 的 方法 的 话 ， 这 样 , 完全 否认 数学 的 客观 意义 , 就 
使 得 直觉 主义 者 污 导 了 相当 大 部 分 的 数学 成 就, 说 它们 都 是 "没有 
意义 的 ”他们 中 最 极端 的 人 其 至 认为 , 有 多 少数 学 家 , 就 有 多 少 
种 数学 . 

我 们 这 个 世纪 初期 的 大 数学 家 希 尔 伯 特 以 他 自己 特有 的 方式 
来 挽救 数学 免 于 这 种 攻击 。 他 的 轧 想 的 实质 就 是 把 数学 理论 妇 结 
为 根据 约定 的 规则 对 符号 作 纯 粹 形式 的 运算 .他 以 为 采取 了 这 种 
完全 形式 的 态 上 让 ,一 切 困 难 都 会 消失 , 因为 数学 的 对 象 只 是 符号 以 
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及 与 它们 的 意义 毫 不 相关 的 运算 规则 。 这 就 是 数学 中 形式 主义 的 
提出 ， 用 直觉 主 义 者 布 劳 埃 尔 的 话 来 说 , 在 形式 主义 者 看 来 数学 
的 真理 存 纸 面 上 ; 而 在 直觉 主义 者 看 来 , 数学 的 真理 在 数学 家 的 头 
脑 之 中 . 

不 难看 出 , 他们 两 方面 都 是 不 正确 的 ， 因 为 数学 , 连同 写 在 纸 
面 上 的 和 数学 家 所 想 的 , 都 是 反映 现实 界 的 , 而 数学 的 真理 则 在 于 
它 同 客观 现实 相 一 致 ， 所 以 这 些 忆 潮 部 把 数学 同 物质 的 现实 割裂 
开 来 , 都 是 唯心 主义 的 ， 

希 尔 伯 特 的 恩 想 由 于 它 自 身 的 发 展 而 遭 到 失败 、 奥地利 数 学 
家 可 德尔 证 明 ， 甚 至 算术 都 不 能 像 希 尔 伯 特 所 指望 的 那样 完全 形 
式 化 , 可 德尔 的 结论 鲜明 地 揭示 了 数学 的 内 在 辩证 法 , 数学 的 任何 
一 个 领域 都 不 能 为 形式 的 计算 所 穷尽 .甚至 自然 数 序列 的 简单 的 
无 限 姓 都 是 有 限 的 符号 及 作用 于 符号 的 规则 系统 所 不 能 穷尽 的 , 
这 样 , 就 从 数学 上 证 明了 恩格斯 就 一 般 形式 而 说 的 这 样 一 自 话 ， 

“无 腿 性 是 也 盾 …… 这 种 矛盾 的 消灭 ， 即 成 为 无 限 性 的 终 
结 . ”， 希 尔 伯 特 指望 把 数学 的 无 限 性 归 入 有 限 系统 的 范围 之 内 就 
可 以 消灭 一 切 矛 盾 和 困难 . 这 是 不 可 能 的 . 

但 是 , 在 资本 主义 条 件 下 , 约定 论 、 直 党 主义、 形式 主义 和 其 他 
类 似 的 思潮 不 仅 保存 着 ， 而 且 由 对 数学 的 唯心 主义 观点 的 一 些 新 
变种 所 补充 着 ， 在 某 些 主观 唯心 主义 的 新 变种 中 , 严重 地 利用 了 
与 数学 基础 的 逻辑 分 析 有 关 的 理论 .主观 唯心 主义 现在 之 利用 数 
学 , 特别 是 数理 逻辑 , 并 不 下 于 利用 物理 学 , 因此 , 数学 基础 的 理解 
问题 具有 特殊 的 尖锐 性 . 

这 样 ， 数 学 发 展 的 困难 在 资本 主义 条 件 下 产生 了 这 门 科学 思 
想 上 的 危机 , 这 个 危机 的 基础 与 物理 学 的 危机 相似 , 它 的 本 质 , 列 
宁 在 他 的 天 才 著 作 “ 唑 物 主 义 与 经 验 批判 主义 "中 已 经 说 明了 . 这 
个 危机 并 不 意味 着 数学 在 资本 主义 国家 中 完全 停止 发 展 ， 许 多 站 
在 明显 的 唯心 主义 立场 上 的 学 者 ， 在 解决 具体 数学 问题 和 发 展 新 
理论 中 , 作出 了 重要 的 , 有 时 是 卓越 的 成 就 ， 只 要 引证 一 下 数理 迎 

“了 马帮 斯, 反 杜 林 论 ,第 53 页 ,人 民 出 声 社 , 1956 年 版 ， 
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拇 的 光 涟 研究 就 足够 说 明 这 一 点 了 . 

在 资本 主义 国家 中 广泛 流传 的 对 数学 的 观点 的 根本 毛病 ， 就 
在 于 它 的 唯心 主义 和 形而上学 ， 在 于 使 数学 间 现 实 界 相 脱离 和 和 忽 
视 它 的 现实 发 展 ， 逻 辑 主 义 、 直 觉 主义 、 形 式 主义 和 其 他 类 似 的 加 
潮 从 数学 中 分 离 出 某 一 个 方面 一 一 同 馆 辑 的 联系 , 直觉 的 明显 性 ， 
形式 的 严格 性 等 等 一 一 没有 根据 地 把 它 的 意义 加 以 夸大 和 绝对 
化 , 把 它 间 实际 缸 裂 开 来 ， 深刻 地 分 析 了 数学 的 某 一 个 特征 本 身 ， 
而 忘记 了 数学 的 整体 ， 正 是 由 于 这 种 片面 性 ， 这些 思潮 的 任何 一 
种 , 不 管 其 个 别 结 论 如 何 精细 和 深刻 , 都 不 能 达到 对 数学 的 正确 理 
解 。 同 唯心 主义 和 形而上学 的 各 种 潮流 相对 立 ,辩证 唯物 主义 把 
数学 以 及 整个 科学 看 作 它 本 米 的 样子 ， 在 其 联系 和 发 展 的 全 部 
未 富 性 和 复杂 性 中 加 以 考察 ， 正 是 因为 辩证 唯物 主义 企图 理解 科 
学 同 实际 的 联系 的 全 部 丰富 性 和 复杂 人 性， 理解 科学 从 简单 的 概括 
经 验 到 高 度 抽象 以 及 从 抽象 到 实践 的 发 展 过 程 的 全 部 复杂 性 ， 正 
因为 辩证 唯物 主义 经 常 引导 自己 对 科学 的 看 法 去 同 科 学 的 客观 内 
容 、 间 科学 的 新 发 现 相 适应 , 正 因 为 如 此 , 归根 到 底 也 只 能 是 因为 
如 此 , 辩证 唯物 主义 就 成 了 唯一 真正 科学 的 哲学 , 这 种 哲学 导向 对 
科学 一 般 也 包括 对 数学 的 正确 理解 . 
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第 二 章 数学 分 析 


81. 绪 论 


当中 世纪 晚期 新 的 生产 关系 在 欧洲 出 现 ， 行 将 取 封 建制 度 而 
代 之 的 寞 本 主义 葛 薄 的 时 候 ， 伴 随 闭 而 来 的 还 有 伟大 的 地 理发 现 
和 探险 ， 在 1492 年 ,根据 大 地 如 球 的 观念 , 哥伦布 发 现 了 新 大 陆 ， 
亚 伦 布 的 发 现 大 大 地 扩 殿 了 当时 所 知道 的 世界 范围 并 且 引 起 了 人 
类 思想 上 的 激 变 ， 在 十 五 世纪 末 和 十 六 世纪 初 , 有 伟大 的 艺术 家 
与 人 文 主义 者 里 吊 纳 多 * 达 * 芬 奇 ， 拉 斐 尔 ， 米 开 兰 基 罗 在 进行 创 
作 , 于 是 革新 了 艺术 ， 在 15483 年 出 版 了 使 天 文学 完全 改观 的 机 白 
尼 著 作 < 天 体 运行 论 *; 在 1609 年 出 现 了 区 普 惑 的 * 新 天 文学 *， 其 
中 葵 有 关于 行星 绕 日 运动 的 第 一 与 第 二 定律 , 而 在 1618 年 出 现 了 
他 的 < 字 宙 的 和 谐 ?一 书 , 其 中 载 有 第 三 定律 . 伽利略 从 阿 基 米 德 落 
作 的 研究 和 大 胆 的 实验 出 发 ， 开 始 创立 了 对 当时 正在 兴起 的 技术 
非常 必需 的 新 力学 ， 在 1809 年 , 便利 略 把 他 所 自 钢 的 不 大 而 且 不 
完善 的 望远镜 指向 了 夜间 的 天 空 ， 望 远 镜 里 的 一 昧 就 已 经 足够 粉 
玲 亚 里 斯 多 德 的 理想 天 球 和 关于 天 体 完美 无 缺 的 教条 了 ， 月 亮 的 
表面 原来 满 布 着 山脉 并 且 到 处 是 环形 山 、 人 金星 显露 出 跟 月 亮 一 样 
的 位 相 , 而 木星 则 有 四 个 卫星 环绕 着 , 正好 像 太 阳 系 的 一 个 不 大 的 
直观 模型 。 银河 被 分 解 成 为 个 别 的 星体 ， 因 而 第 一 次 使 人 们 理会 
到 昆 体 的 惊人 的 遥远 的 距离 ， 从 来 没有 一 件 科 学 上 的 发 现 曾经 对 
文化 界 起 了 这 样 的 影响 >， 

远洋 航行 的 发 展 和 因此 而 引起 的 天 文学 研究 ， 新 技术 的 发 展 
和 与 此 有 关 的 力学 的 发 展 都 扎 切 需要 寻求 各 种 方法 ， 来 解决 当时 

巧 ” 这 一 自 是 以 瓦 维 咨 夫 院 士 的 优美 的 “伽利略 "一 文 (苏联 大 再 科 全 韦 ,第 二 氢 ， 
第 二 卷 , 1952 年 ; 中 译本 : 匈 利 略 , 人 民 出 版 社 , 1954 年 版 ) 作 为 根据 的 , 
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所 发 生 的 许多 新 的 数学 问题 这些 问 题 的 新 异 之 处 主要 在 村 必须 
对 广义 而 言 的 运动 从 数量 上 来 研究 它 的 规律 . 

自然 界 是 眼光 止 不 动 的 状态 格格 不 入 的 。 像 斩 格 斯 所 指出 的 
那样 ， 整 个 自然 界 ， 由 其 最 小 质点 到 最 大 物体 ， 都 是 处 在 永恒 的 
产生 和 消灭 过 程 中 ， 处 在 毫 不 同 渐 的 流动 中 ， 处 在 始终 不 停 的 运 
动 和 变化 中 。 每 一 门 襄 然 科学 所 研究 的 ， 归根结底 总 是 运动 的 某 
一 个 方面 或 另 一 个 方面 , 运动 的 某 一 种 形式 或 另 一 种 形式 ， 数学 
分 析 就 是 数学 的 这 样 一 个 分 支 ， 它 对 于 各 种 变化 过 程 、 运 动 过 程 
以 及 一 个 最 与 另 一 个 量 相 倚 而 变 的 过 程 提供 了 进行 数量 上 研究 的 
方法 ， 所 以 正在 这 样 的 时 期 一 一 当 技 术 与 航海 问题 所 促成 的 力学 
与 天 文学 的 发 展 已 经 使 观察 、 测 量 和 理论 的 假设 充分 地 积累 起 来 ， 
紧 接 着 便 是 引导 科学 对 最 简单 形式 的 运动 作 数 量 研究 的 时 候 
有 数学 分 析 产 生 , 并 不 是 偶然 的 . 

“元 穷 小 分 析 ” 这 一 名 称 本 身 并 不 兽 讲 到 研究 的 对 象 ， 却 着 重 
指出 在 数学 的 这 一 分 支 中 所 运用 的 方法 ， 这 是 一 种 特殊 的 、 数 学 
上 的 无 穷 小 法 ， 在 现代 的 形式 中 也 就 是 极限 的 方法 。 我 们 立刻 就 
要 举 出 一 些 自 型 的 例子 米 说 明 这 种 使 用 极限 法 的 推论 ， 而 在 后 广 
的 一 节 中 还 要 把 各 项 必要 的 概念 一 一 明确 化 . 

例 1 据 甸 利 略 用 实验 确定 ， 真空 中 的 自由 著 体 在 时 间 + 内 
所 经 记 的 路 程 。 由 下 列 公式 表册 

:一双 (GD 


( 式 中 9 是 常量 ， 等 于 9.81 公 尺 / 秒 52， 问 落体 在 其 路 程 的 每 一 
点 上 速度 有 多 快 ? 

设 阔 体 在 瞬时 上 经 过 某 一 点 4 让 我 们 来 看 一 看 在 随后 一 小 
段 长 达 此 的 时 间 内 , 就 是 由 # 到 i 十 4 一 段 时 间 内 , 将 有 什么 变 
化 .落体 所 已 经 经 历 的 路 程 将 得 到 某 个 增 量 心 ， 先 前 的 路 程 


一 时 ;增加 后 的 路 各 





了 公式 (DD 现在 是 从 力学 的 一 些 碗 遍 钙 律 中 推导 出 来 的 , 但 在 历史 上 公式 (1 兴 
愉 是 自 实 监 确立 并 且 是 后 来 在 这 些 定律 中 总 结 起 米 的 经 验 的 一 部 分 . 
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sd Ss -路 + 吕 [at4+ (A) 
由 此 求 得 增 量 
在 = 人 [44 + (460 习 。 


这 就 是 由 到 4+4 一段 时 间 内 所 经 历 的 路 程 ， 以 生 除 心 ， 则 得 
省 一 段 路 程 上 的 于 均 速度 : 


E 3 
w=- 字 一 表 十 昌 姐 ， 


令 4 赵 近 二 零 ， 我 们 所 得 到 的 平均 这 度 就 将 无 限制 地 接近 

于 4 点 上 的 真正 速度 ， 另 一 方面 ,我 们 大 到 上 列 等 式 的 有 方 的 第 

二 项 随 将 必 的 减 小 而 变 得 乌有 地 小 ， 因 此 wu 同时 就 趋 于 数量 

9f。 这 一 结果 通常 是 这 样 记 写 的 ， 
= 

所 以 gt 就 是 在 退 时 + 的 真正 速度 . 

例 2 一 个 已 经 注 
满 了 水 的 贮 水 池 有 边 长 
为 4 的 正方 形 底 和 高 
为 及 的 重 直 四 壁 (图 1)， 
名 水 对 一 乙 所 施 的 总 压 
力 有 多 大 ? 

让 我 们 把 池 坚 的 才 
面 分 成 高 度 为 过 的 术 
条 ， 在 容器 每 一 点 上 的 
扩 力 我 们 知道 就 了 位 于 这 一 点 上 面 的 液体 柱 的 压力 头 相等 。 所 以 
在 每 一 个 模 条 下 边 的 压力 , 用 适当 的 单位 站 出 ,将 分 别 等 于 么 , 中 
吏 ，.…， 《9 人，h。 著 把 每 一 个 机 条 之 内 的 压力 当 作 国 定 不 
变 ,我 们 就 可 以 得 到 所 求 总 力 己 的 近似 表达 式 。 由 此 可 见 了 的 近 
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要 想 求 出 力 的 真正 数 景 ， 我 们 将 把 模 条 划分 得 愈 来 全 细 ， 因 
而 使 w 无 限制 地 增 大 ， 随 着 的 增 大 , 在 上 式 中 数量 二 将 全 变 全 


加 而 在 极限 中 我 们 就 得 出 准确 的 公式 
， 
P- 蛙 . 

极限 法 的 观念 是 简单 的 ,并 可 归结 如 下 ， 为 了 要 确定 某 一 个 
数量 ， 我 们 最 先 加 以 确定 的 ， 不 是 这 数 重 本 身 而 是 它 的 某 些 近似 
值 ， 这 时 ， 我 们 所 建立 的 ， 也 不 只 是 一 个 近似 值 ， 而 是 一 连 申 傅 
来 愈 准确 的 近似 值 。 然后 从 这 一 连 捉 近似 什 的 考察 , 也 就 是 说 ， 
从 这 近似 过 程 本 身 的 考察 ， 就 把 那 数量 的 准确 值 唯一 地 确定 下 来 
了 。 借助 于 这 一 种 在 实质 上 深刻 的 辩证 的 方法 , 我 们 认识 到 稳定 
不 变 的 事物 是 过 程 、 运 动 的 结果 . 

数学 极限 法 的 创造 是 对 于 那些 不 能 够 用 算术 、 代 数 及 初等 几 
何 的 简单 方法 来 求解 的 问题 进行 了 许多 世代 的 顽强 探索 的 千 果 . 

究竟 是 在 求解 怎样 的 问题 时 才 形 成 了 数学 分 析 的 基本 概念 
呢 ? 对 于 这 些 问题 的 解决 究竟 创造 了 怎样 的 方法 呢 ? 

十 七 世纪 的 数学 家 已 逐渐 看 出 ， 把 关于 研究 各 种 运动 和 量 与 
量 之 间 相 箭 性 的 大 多 数 问题 以 及 先前 无 法 解决 的 几何 问题 归并 起 
来 ， 总 不 外 乎 两 类 .。 第 一 类 问题 的 最 显著 而 简单 的 例子 是 : 在 非 
匀速 运动 中 求 某 一 瞬时 的 速度 问题 ， 与 此 祖 类 似 的 关于 量 的 变化 
率 的 问题 ， 以 及 在 曲线 上 求 作 切 线 的 问题 . 这 些 问题 (我 们 的 例 1 
也 在 内 ) 引 导 到 数学 分 析 中 名 为 “微分 学 ”的 一 部 分 ,第 二 类 问题 
的 最 简单 例子 是 : 求 曲线 形 的 面积 问题 ， 在 非 匀 速 运动 中 求 所 经 
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访 的 总 路 程 问题 , 以 及 一 般 地 求 连续 变量 的 作用 的 总 和 问题 (如 上 
面 所 举 的 例 3). 这 一 群 问题 引导 到 数学 解析 的 另 一 部 分 一 一 积分 
学 .这 祥 就 突出 了 两 个 基本 的 问题 : 切线 问题 与 面积 问题 . 

在 这 一 章 中 将 要 详细 叙述 那些 观念 给 这 两 个 问题 的 解决 打下 
了 基础 。 特别 重要 的 是 牛顿 与 菜 布 尼 蒋 定理 , 姥 蚌 面积 向 题 在 某 
种 意义 上 实 是 切线 问题 的 反问 题 、 为 了 要 解决 切线 问题 , 为 了 要 
解决 可 以 归并 于 此 的 其 他 问题 ， 已 经 找到 一 种 虱 利 而 且 十 分 兽 遍 
的 计算 法 一 一 显然 可 从 而 求 到 解答 的 普 这 方法 一 一 导数 法 或 微分 
法 

数学 分 析 的 建立 与 发 展 的 历史 以 及 笛 卡 儿 记 创造 的 解析 几何 
学 对 于 数学 分 析 的 萌芽 所 起 的 作用 都 已 经 在 第 一 章 里 叙述 过 了 . 
我 们 看 到 在 十 七 世纪 的 后 半 与 十 八 世纪 的 前 半 整 个 数学 发 生 了 全 
面 的 变化 。 在 已 有 的 数学 各 分 支 一 算术、 初等 几何 学 、 代 数 与 
三 角 的 初 阶 一 一 之 外 , 增添 了 那 拌 普 裔 的 方法 , 如 解析 几何 学 、 微 
分 学 以 及 附带 有 最 简单 的 微分 方程 理论 的 积分 学 ， 于 是 就 有 可 能 
解决 先前 所 不 能 梦想 解决 的 问题 了 . 

结果 是 ， 著 曲线 的 规律 不 太 复杂 ， 则 总 可 以 在 曲线 的 任何 点 
上 作出 它 的 切线 -一 只 要 借助 于 微分 学 的 法 则 把 所 谓 导数 计算 出 
来 ， 而 在 许多 场合 这 种 计算 只 是 几 分 钟 的 事 ， 在 此 之 前 ， 人 们 仅 
仅 诡 够 作 图 的 及 另外 少数 曲线 的 切线 并 且 完 全 不 指望 得 到 这 问题 
的 普遍 解法 . 

车 在 任何 给 定时 间 内 一 点 所 经 历 的 路 程 为 已 知 ， 则 用 同样 广 
法 可 以 立即 求 出 该 点 在 任何 给 定 瞬 时 的 速度 或 加 速度 。 反之 , 应 
用 微分 法 的 倒转 一 一 就 是 所 调 积 分 法 一 一 可 以 由 吉 速 度 求 出 速度 
与 路 程 。 据 此 , 知道 了 李 图 的 几何 性 质 , 就 不 难 推 证 , 由 于 牛 晴 运 
动 定律 和 万 有 引力 定律 的 结果 ， 行 旺 必须 按照 刻 普 坦 定律 沿 着 椭 
疗 轨 道 绕 日 运动 . 

在 实 上 贱 中 具有 最 重要 意义 的 是 关于 最 大 与 最 小 量 的 问题 ， 也 
就 是 所 亩 极 大 与 极 小 问题 。 让 我 们 引述 这 样 一 个 例子 ， 从 半径 为 
己 知 的 圆 村 要 砍 出 一 根 矩 形 截面 的 梁 ， 使 其 有 尽 可 能 大 的 抗 变 强 
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谋 ， 问 深 的 两 边 应 该 有 怎样 的 比率 ”稍稍 考虑 一 下 矩形 霄 而 的 梁 
的 强度 (应 用 到 积分 学 的 简单 推理 ) ， 并 解 出 极 大 问题 (为 此 须 用 
到 导数 的 计算 ), 就 可 以 获得 这 样 的 答案 ， 当 和 矩形 截面 的 高 与 底 成 
MV:1 的 比率 时 强度 为 最 大 . 极 大 与 极 小 问题 的 解决 正 跟 求 作 切 
线 问题 同样 地 简单 . 

在 曲线 的 不 同 地 点 上 , 假使 它 既 不 是 直线 又 不 是 圆 线 的 话 , 曲 
线 的 读 曲 程度 , 一 般 地 说 ,是 不 相 岂 的 怎样 去 计算 跟 已 知 曲线 某 
一 点 附近 弯 晶 得 一 样 的 那个 区 的 半径 一 一 也 就 是 所 谓 昌 线 某 一 点 
上 的 曲率 半径 昵 ?这 也 同样 地 简单 ; 只 须 两 次 应 用 微分 法 的 运算 就 
够 了 ， 则 率 半径 在 力学 的 许多 问题 中 起 车 重大 的 作用 - 

在 新 的 演算 法 发 明之 前 ， 人 们 只 能 够 求 出 多 边 形 、 圆 、 圆 山 
形 、 茹 号 形 及 其 他 少数 图 形 的 面积 。 此 外 ， 阿 基 米 德 还 提供 了 计 
算 抛 物 线 弓形 面积 的 方法 了?。 他 当时 所 使 用 的 方法 ， 以 抛物 线 的 
特殊 性 质 为 根据 , 是 富 于 机 智 的 。 由 阿 基 米 德 的 这 一 成 就 看 来, 我 
们 不 免 村 这 样 揣 想 ， 每 一 个 新 的 面积 计算 问题 就 需要 他 的 更 机 智 
而 又 更 困难 的 探究 。 但 是 根据 牛 罩 - 莱 布 尼 芯 定理, 切线 问题 的 倒 
转 可 解决 面积 同 题 ， 因 此 也 就 立刻 有 可 能 把 各 种 各 样 极 不 相同 的 
曲线 所 图 成 的 面积 一 一 计算 出 来 ， 当 这 一 情况 刚才 显露 端倪 的 时 
候 , 数学 家 的 欢喜 锡 叹 是 不 言 面 喻 的 .此 其 结果 , 就 有 了 一 种 普遍 
的 方法 , 适用 于 不 可 胜 数 的 最 不 相同 的 图 形 。 容 积 、 出 面积 、 曲线 
长 度 , 非 均 匀 物 体 的 重量 等 等 的 计算 也 是 如 此 . 

在 力学 中 新 方法 的 成 就 更 为 巨大 ， 似 乎 没有 一 个 力学 上 的 问 
题 是 新 的 演算 法 所 不 能 表明, 所 不 能 解决 的 . 

在 此 稍 前 的 时 候 ， 巴 斯 卡 已 经 把 托 利 拆 里 真空 在 山上 随 着 高 
度 的 上 升 而 增 大 的 现象 解释 为 在 上 升 时 大 气压 力 减 小 的 结果 ， 但 
压力 的 减 小 是 按照 怎样 的 规律 的 呢 ? 这 问题 此 时 借助 于 简单 微分 
方程 的 讨论 便 告解 决 了 . 

航海 的 人 们 都 知道 , 只 要 把 船 缴 在 系 船 用 的 绞盘 上 缠绕 一 、 二 
周 , 就 已 经 一 个 人 能 够 把 一 条 大 船 车 码头 带 住 。 这 是 为 什么 呢 ? 这 

了 D 关于 这 一 方法 ,可 参阅 蓝 学 通报 > 1957 年 工 月 号 第 1 页 .一 一 泽 者 注 
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问题 原来 在 数学 上 眼 上 一 个 问题 几乎 完全 相同 ， 因 而 可 以 立即 御 
到 解答 . 

所 以 在 数学 分 析 建立 后 ， 随 车 而 来 的 是 它 的 应 用 在 技术 与 自 
然 科学 的 最 不 相同 的 各 种 领域 中 莲 勃 发 展 的 时 期 ， 经 由 特殊 问题 
中 某 些 特征 的 铀 象 化 而 创造 出 来 的 数学 分 析 这 样 就 反映 车 物质 世 
界 的 十 分 现实 和 深刻 的 性 质 ， 而 且 正 因 为 如 此 才 成 为 对 这 样 广大 
范围 的 种 种 问题 进行 研究 的 工具 . 刚体 的 力学 运动 , 流体 和 气体 的 
运动 , 其 个 别 粒 子 的 运动 和 质量 流动 的 规律 , 热 与 电 的 过 程 , 化 学 
反应 的 进程 等 等 一 一 所 有 这 些 现象 都 有 相应 的 各 门 科学 广泛 地 使 
用 着 数学 分 析 的 工具 来 加 以 研究 . 

在 分 析 的 应 用 领域 扩大 起 来 的 同时 ， 分 析 本 身 也 无 限 重 地 丰 
富 起 来 ; 分 析 的 这 些 分 支 , 如 级 数论 .分 析 在 几何 上 的 应 用 、 微 分 方 
程 论 , 就 一 一 产生 并 日 趋 完善 . 

在 十 八 世纪 中 叶 的 数学 家 中 间 很 流行 凌 这 样 一 种 意见 ， 自 然 
科学 上 的 任何 问题 , 只 要 做 得 到 从 数学 上 来 理解 , 也 就 是 说 , 找 得 
到 它 的 正确 的 数学 描述 ， 就 可 以 借助 于 解析 几何 学 与 微 积分 学 而 
获得 解决 ， 

渐渐 地 开始 出 现 了 更 复杂 的 需要 把 所 说 方法 进一步 发 展 的 自 
然 科学 与 技术 问题 。 为 了 要 解决 这 些 问题 , 就 相继 创立 了 数学 的 
更 多 的 分 支 : 变 分 学 、 复 变 函 数论 、 场 论 、 积 分 方程 、 泛 函 分析， 
借以 解决 各 类 新 的 问题 ， 但 是 这 些 新 的 演算 法 在 实质 上 都 是 十 七 
世纪 所 发 明 的 卓越 演算 法 的 直接 延续 和 推广 ， 十 八 世纪 最 伟大 的 
数学 家 D. 伯 努 利 (1700 一 1782)、 欧 拉 (1707 一 1783) 与 拉客 让 日 
《1786 一 1818)， 在 开辟 科学 中 的 新 途径 时 ， 就 经 常 地 从 粮 确 科学 
上 的 迫切 问题 出 发 ,数学 分 析 的 强 有 力 发 展 在 十 九 世 纪 也 继续 不 
己 。 在 那 一 世纪 中 生活 并 进行 创作 的 ， 有 那样 著名 的 数学 家 ， 如 
高 斯 (177Y 一 1855) 、 柯 西 (1789 一 1857) 、 员 斯 特 洛 格拉 特 斯 基 
(1801 一 1861) 、 车 此 雪夫 (1821 一 1894) 、 黎 曼 (1826 一 1866)、 网 
贝尔 (1302 一 1829) 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 (1815 一 1897)， 都 在 数学 分 析 
购 发 展 中 作出 了 极 重 大 的 贡献 。 
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天 才 的 俄罗斯 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 也 影响 了 数学 分 析 中 某 些 
问题 的 发 展 . 

我 们 还 要 提 一 提 生 活 在 十 九 与 二 十 世纪 之 际 的 最 杰出 数学 
家 ， 马 尔 科 夫 (1856 一 1922) 、 李 雅 普 诺 夫 (1857 一 1918) 、 席 加 来 
(1854 一 1912)、 克 莱茵 (1849 一 1925)、 希 尔 伯 特 (1862 一 1948). 

在 十 九 世纪 后 半 发 生 了 对 分 析 基 础 本 身 所 进行 的 深刻 而 批判 
性 的 修正 和 更 明确 的 定义 ， 已 经 积累 起 来 的 各 种 各 样 强 有 力 的 分 
析 方 法 于 是 获得 了 共同 的 有 系统 的 、 跟 已 经 提高 了 的 数学 严 窗 人 性 
水 准 相 适 序 的 基础 。 正 是 所 有 这 些 方法 , 连同 算术 代数、 几何 与 
三 角 , 人 们 用 来 从 数学 上 去 理解 周围 的 世界 , 描述 所 发 生 的 种 种 现 
象 , 并 且 解 决 与 这 些 现象 有 关 的 在 实践 上 重要 的 问题 . 

在 我 们 苏联 , 自从 伟大 的 十 月 社会 主义 革命 以 来 , 数学 分 析 ， 
跟 整 个 的 数学 科学 一 起 ， 获 得 了 特别 充分 而 全 面 的 发 展 和 规模 广 
泛 的 应 用 ， 

在 所 有 的 高 等 工业 学 校 里 都 学 习 闭 解析 儿 何 、 微 积分 及 微分 
方程 论 , 因此 青学 的 这 些 领域 在 苏联 是 千 百 万 人 所 热 悉 的 ! 在 许多 
中 等 技术 学 校 里 则 讲授 车 这 些 科学 的 初步 知识 ， 在 中 等 学 校 里 怎 
样 学 习 这 些 知识 的 问题 也 已 经 担 了 出 来 . 

在 最 近 的 时 期 , 由 于 大 型 快速 数学 计算 机 的 使 用 , 在 数学 中 产 
生 了 一 个 新 的 转折 点 , 这 种 计算 机 , 跟 所 有 的 上 述 数 学 分 支 缚 合 起 
来 ,给 人 们 提供 了 各 种 新 的 不 平凡 的 可 能 性 . 

现在 , 数学 分 析 , 连同 从 分 析 中 生长 起 来 的 各 部 分 , 乃 是 一 门 
枝叶 繁茂 的 数学 科学 ， 由 彼此 有 紧密 联系 的 广阔 而 独立 的 分 支 所 
移 成 ,这些 分 支 个 个 在 日 趋 完善 并 向 前 进 肖 , 同时 在 这 些 成 就 中 有 
相当 大 的 部 分 是 属于 苏联 的 科学 家 的 . 

生活 上 的 需要 ， 跟 技术 的 宏大 发 展 有 关联 的 问题 是 数学 分 析 
的 比 先前 任何 时 候 更 为 巨大 的 主导 力量 ， 其 次 轮 到 超 音 速 航空 动 
力学 的 数学 问题 , 这 些 问 题 的 解决 已 逐渐 地 获得 成 就 . 数学 物理 
学 上 的 一 些 最 困难 的 问题 现在 已 转 入 有 可 能 求 出 实际 数值 解 的 阶 
段 . 在 近世 物理 学 中 , 像 法 子 力学 (而 与 此 和 有关 的 就 是 微观 世界 现 
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象 的 理解 问题 ) 那样 的 理论 不 仅 需要 近世 数学 分 析 的 最 高 深部 分 
来 解决 它 的 问题 , 而 且 非 用 分 析 的 工具 无 法 说 明 它 的 基本 概念 

这 一 章 的 目的 在 于 用 通 伶 的 形式 使 只 信和 得 初 等 数学 的 读者 认 
识 分 析 的 那样 基本 、 原 始 的 概念 , 如 函数 .极限 、 导 数 与 积分 , 是 怎 
样 发 生 的 以 及 有 哪些 最 简单 的 应 用 。 分 析 的 一 些 特殊 分 支 则 将 在 
本 书 的 其 他 儿 章 中 加 以 表述 .因此 这 一 章 带 有 上 比较 初等 的 性 质 ， 
在 已 经 热 悉 寻常 分 析 教 程 的 读者 尽 可 把 它 略 去 而 无 损 卫 对 后 文 的 
了 和 解 。 


8$2. 函 数 


西数 概念 “在 自然 界 中 各 种 物体 和 各 种 现象 是 有 机 地 互相 关 
联 的 , 彼此 相依 赖 的 。 稳 加 不 变 的 最 简单 关系 , 很 早 就 有 人 加 以 研 
究 了 ， 关 于 这 种 关系 的 知识 逐渐 积累 起 来 便 形成 为 物理 的 定律， 
在 多 数 的 场合 ， 这 指出 了 在 数量 上 描述 某 些 现象 的 几 个 不 同 的 节 
是 紧 遍 地 互相 关联 的 , 一 个 量 完 全 决定 于 其 他 的 量 的 信 ， 例 如 , 短 
形 的 两 边 的 长 短 就 把 它 的 面积 完全 确定 ， 已 给 的 气体 的 体积 在 混 
度 国定 时 决定 于 它 的 压力 ， 已 给 的 全 属 村 的 伸 长 度 决 定 于 它 的 温 
度 ,等 等 ， 类 似 的 规律 性 就 正 是 天 数 概念 的 根源. 
代数 公式 使 我 们 能 够 从 进入 公式 的 文字 最 的 每 一 个 值 求 出 公 
式 所 表达 的 重 的 值 ， 因 抽 在 这 种 公式 中 早已 含有 函数 的 概念 了 ， 
让 我 们 来 看 几 个 由 公式 才 出 的 函 孝 的 例子 ， 
1. 设 在 起 妈 的 履 时 质点 是 解 止 的 , 然后 由 于 重力 的 作用 开始 
下 鞋 ， 于 是 质点 在 时 间 # 内 所 经 历 的 路 程 8 就 由 下 列 公式 表 出 : 
于， WD 
式 中 是 重力 加 速度 . 
2。 从 边 长 为 。 的 正方 形 做 成 了 一 个 高 为 # 的 无 六 小 方 全 
(图 区 。 这 伪 的 容积 六 将 按 公式 
-asG-ao (2) 


闵 计算， 公式 (2) 使 我 们 能 够 从 每 一 个 高 度 <( 这 种 显然 满足 不 
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等 式 0<o 号) 求 出 售 的 容积 


8. 设 在 回 形 澜 冰 道 的 中 心 树立 一 柱 , 并 在 柱 顶 高 达 产 的 地 方 
安 上 一 灯 ( 图 3)， 济 六道 的 感度 了 就 可 以 由 下 列 公 式 表 出 ， 
T— Asina (8) 
rr 
式 中 了 是 演 冰 道 的 半径 ， 经 e 一 全 而 和 4 是 某 一 个 表示 灯光 强度 
的 一、 知道 了 高 并 及 我 们 可 以 从 公式 (3) 把 于 算出、 
4 二 次 方程 
+po—1~0 (人 


~ 一 旦 二 f1+ 生 (全 


拓 来 计算 . 
公式 一 般 所 具有 
的 特征 ， 特 别 是 上 举 
各 公式 所 具有 的 特 
征 ， 在 于 披 照 公式 就 
有 可 能 从 一 个 量 (时 
间 如 盒 高 m 柱 高 人 
方程 的 系数 砂 所 可 


的 根 可 出 公式 
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取 的 任何 颈 先 给 定 的 依 算出 另 一 个 量 ( 路 程 % 容积 了 ， 有 限度 也 
方程 的 根 2) 的 相应 值 ， 这 里 所 说 的 第 一 个 量 称 为 自 变量 ,而 第 二 
个 量 称 为 因 变量 或 第 一 个 量 的 函数 . 

押 举 各 公式 都 提供 了 我 们 画 数 的 例子 ， 质 点 所 经 历 的 路 程 s 
是 时 间 :的 函数 ; 盒 的 容积 Y 是 例 高 4 的 和 函数， 溜冰 道 的 照度 
是 柱 高 h 的 函数 ; 二 次 方程 (4 的 两 个 根 是 系数 卫 的 函数 . 

必须 指出 ， 在 有 一 些 场 含 ， 自 变量 可 以 到 任何 预先 给 定 的 数 
值 ， 如 例 4 中 的 自 变 量 ， 即 二 次 方程 (4) 的 系数 2， 便 可 以 是 任 
意 的 数 ， 在 另外 一 些 场合 ， 自 变量 只 从 某 一 个 预先 确定 的 数 集中 
取 任 何 一 值 ， 如 在 例 2 中 盒 的 容积 是 盒 高 的 函数 ， 其 自 变量 可 


以 从 满足 不 等 式 0<o< 各 的 数 集中 取 任何 一 值 ， 正好 同样 地 ， 


在 例 8 中 溜冰 道 的 照度 7 是 柱 高 畴 的 函数 ， 其 自 变 量 在 理论 上 可 
取 满足 不 等 式 h>0 的 任何 一 值 ， 但 在 实际 上 只 能 取 满 足 不 等 式 
0<h<< 卫 的 任何 一 值 ,这 里 的 量 五 取决 于 溜冰 声 管 理 处 所 掌握 
的 技术 可 能 性 . 
让 我 们 再 举 一 些 这 样 的 例子 公式 
4= Mi-® 
确定 了 一 个 实 函数 , 它 所 表达 的 是 实数 = 与 Y 之 间 的 对 应 关系 , 但 
显然 这 不 是 对 所 有 的 由 而 只 是 对 那些 满足 不 等 式 -1<z<lL 的 
2 而 言 。 至 于 公式 
y—lg(1—”) 
所 确定 的 实 西 数 则 以 满足 不 等 式 一 1<e<1 的 x 人 为 限 . 
大 此, 我 们 须 注意 到 这 一 情况 : 具体 的 函数 不 一 定 可 以 对 z 的 
所 有 可 能 的 数值 给 出 , 而 只 可 以 限于 z 的 数值 的 某 一 个 集 , 往往 就 
是 2 轴 上 的 某 一 段 (包括 或 不 包括 端点 在 内 ) 思 . 
现在 我 们 可 以 把 目前 在 数学 中 所 通用 的 关于 函数 概念 的 定义 
提出 来 了 . 
若 有 一 个 法 则 存在 ， 使 得 属于 某 一 数 集 的 每 一 个 2 值 有 一 个 


了 这样 的 线段 称 为 区 间 , 包括 端点 在 内 的 ， 如 a<z<b， 黎 为 用 区 何 , 往往 记 作 
[a, 杀 ; 不 包括 端点 的 ,如 6<s<b， 称 为 开 区 间 , 记 作 (o, 如 。 一 一 主考 注 
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确定 的 y 值 相对 应 , 则 量 y 就 是 ( 自 变 ) 景 2 的 一 个 ( 单 值 ) 西数 . 

在 这 定义 中 居于 显著 地 位 的 > 信 的 集 称 为 函数 的 定义 域 . 

每 一 种 新 的 摄 念 常常 引起 新 的 符号 ， 从 算术 转变 到 代数 的 关 
键 在 于 有 可 能 立 出 对 任何 孝 据 适用 的 公式 ， 一 一 这 各 普遍 解 的 计 
求 便 导 致 了 文字 符号 . 

数学 分 析 的 课题 在 于 研究 种 种 函数 一 一 一 个 量 与 另 一 个 最 的 
种 种 相 简 性 ; 正 像 在 代数 中 从 具体 的 数 转变 到 任意 的 数 一 -文字 ， 
在 分 析 中 我 们 从 具体 的 公式 转变 到 任意 的 函数 . “2 是 @ 的 注 数 ” 
一 语 , 我 们 将 依照 惯例 写成 : 

go). 

正 像 在 代数 中 对 于 不 同 的 数 使 用 不 同 的 文字 ， 在 分 析 中 对 于 
不 同 的 相 倚 性 一 一 函数 一 一 也 使 用 不 同 的 记 法 ， 如 y 一 也 (2)， 
一 2(o 

函数 的 图 形 ”十 七 世纪 后 半 最 有 成 效 和 辉煌 的 观念 之 一 就 是 
函数 概念 与 儿 何 线条 之 问 有 着 联系 的 观念 。 要 实现 这 种 联系 , 比 
如 说 , 可 以 使 用 向 卡 儿 直角 上 坐标 系 , 这 自然 是 读者 早已 从 中 学 数学 
教程 里 粗略 地 有 所 认识 的 . 

让 我 们 在 平面 中 给 定 一 个 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 ， 这 就 是 说 , 我 
们 在 这 平面 中 选 定 两 条 互相 垂直 的 直线 ( 横 轴 与 纵 轴 )， 并 且 在 每 
一 条 直线 上 把 正方 向 确定 , 于 是 对 应 于 平面 的 每 一 点 A 可 以 找到 
两 个 数 (2, 一 一 它 的 坐标 ， 分 别 以 已 选 定 的 尺度 表达 了 点 型 到 
纵 轴 与 横 轴 的 距离 ,但 带 有 相应 的 正 负 号 3 

借助 于 这 种 坐标 系 我 们 就 可 以 用 图 形 把 函数 表示 为 某 些 线条 
了 。. 设 已 给 定 某 一 函数 

y=~f (2). {6) 

我 们 知道 这 就 意 球 着 , 对 于 函数 定义 域 中 每 一 个 已 给 的 2， 可 
以 用 某 种 方法 把 相应 的 9 值 确定 , 比如 说 , 直接 算出 。 我 们 将 使 x 
取 所 有 可 能 的 数值 ， 对 每 一 个 as， 让 我 们 按照 法 则 (6) 把 g 确定 ， 
并 在 平面 中 作出 具有 坐标 = 与 9 的 点 ， 这 祥 , 在 m 轴 的 每 一 点 站/ 
了 数 2 与 y 分 别称 为 的 措 人 标 与 挫 生 标 , 

.0 


之 上 5, 有 着 举 标 为 2 与 y=f(z) 的 点 对 (图 分 ， 所 有 的 点 叶 的 
集合 就 构成 某 一 线条 , 我 们 将 称 之 为 函数 9 一 (®) 的 图 形 . 

因此 ,所谓 阴 数 f(z) 的 图 形 , 就 是 华 标 满足 方程 (6) 的 点 的 几 
何 轨 迹 。 
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图 《 图 5 


在 中 学 里 我 们 已 经 认识 了 最 篇 单 函数 的 图 形 。 例如 , 读者 机 
必 知道 范 数 4 一 加 十 5 其 中 履 与 3 是 常数 , 用 图 形 表 出 ,就 是 一 条 
直线 (图 画 ， 它 与 o 灿 的 正方 向 构成 一 个 注 足 霹 a 的 灾 角 邓 
并 与 y 输 相交 于 点 (0, 5)， 这 个 西数 有 级 性 西数 之 称 . 

线性 函数 在 应 用 上 可 特别 频 条 地 碰 到 ， 我 们 都 记得 有 许多 物 
理 完 德 相当 准确 好 由 线性 函数 表 出 。 例如 ,物体 长 度 ? 可 以 很 近 
似 地 当 作 是 物体 温度 的 线性 活 数 : 

了 1o-alo5 

式 中 心 是 线 脱 胀 系数 ， 国 是 物体 在 4 一 0 时 的 长 度 ， 著 2 是 时 间 
而 y 是 一 点 在 时 间 “内 所 经 历 的 路 程 , 则 线性 函数 一 io 十 显然 
就 表示 该 点 正在 以 速度 不作 匀速 运动 ; 而 数 5 所 记 的 是 在 zo=0 
的 月 时 我 们 的 点 与 路 程 起 算 处 的 下 离线 性 函数 所 以 得 到 极 广泛 
的 使 用 , 不 仅 是 由 于 这 西数 本 身 的 简单 ,也 因为 不 均匀 的 变化 至 少 
在 小 的 分 段 上 有 近似 地 当 作 均匀 的 可 能 . 

在 其 他 的 场合 则 必须 应 用 届 外 的 画 数 相 任性 ， 例如 , 我们 都 
记得 玻 义 耳 -马里 奥 特定 律 , 


忆 这 里 时 伏 息 定 得 正 值 . 若 4 入 为 负 , 对 将 在 下 之 下 。 一 一 译 者 注 
93， 


式 中 2 与 9 之 间 的 相 倚 性 力 是 这 两 个 晤 的 一 种 反比 关系 ， 这 种 相 


图 6 


集 性 的 图 灌 就 是 双 些 线 
《图 6), 

单 就 玻 义 耳 -马里 
奥 特 物理 定律 而 论 ， 这 
相当 于 2 与 v 都 取 正 值 
的 场合 ， 在 图 形 中 就 由 
双 曲 线 在 第 一 象限 内 的 
分 支 米 找 述 . 

振动 过 程 的 场合 是 
伴 有 周期 运动 的 ， 而 周 
期 运动 则 常常 由 我 们 已 
知 是 周期 地 变化 的 三 角 
函数 来 描述 ， 例如 , 把 


一 个 悬挂 着 的 弹簧 在 其 弹性 限度 内 近 长 , 因而 使 其 失去 平生 , 那 林 


弹簧 的 一 点 4 将 作 垂直 的 
震动， 可 由 下 列 定 律 显 准确 
地 表 出 ， 

ma 008( 2 十 
式 中 是 4 点 跟 平 衡 位 置 
的 距离 , 上 是 时 间 , 而 数 4, 2 
及 是 某 些 常量 ， 分 别 由 弹 
筑 的 物质 、 大 小 及 初 应 力 来 
确定 . 

应 当 注 意 到 一 个 函数 可 
以 在 不 同 的 区 域 中 用 不 同 的 


4 卡 / 克 


| 
0| 


| 


3| 
2 要 到 


图 了 


公式 来 定义 ,而且 这 是 可 以 取决 于 事物 的 具体 情况 的 .例如 , 一 克 
水 ( 冰 ) 的 温度 # 与 其 中 所 含 的 热量 久之 间 的 相 倚 性 @ 一 (tf 当 + 





变动 于 一 10? 与 +10?” 之 间 时 ， 是 一 个 完全 确定 而 难以 用 单独 一 
个 公式 表 出 的 函数 2， 但 这 函数 是 易于 由 两 个 公式 给 出 的 . 由 于 冰 
的 热 容 量 等 于 0.5 而 水 的 热 容 景 等 于 1, 车 在 一 定 条 件 下 取 一 10” 
时 的 最 一 0, 则 这 函数 就 可 以 在 + 变动 于 区 间 -10"<t<0” 时 
由 公式 
Q=0.5+5 
囊 出 , 在 # 变动 于 区 间 0°<t<10° 时 由 另 一 公式 
~ Qt+85 

表 出 ， 当 ;=0 时 ， 这 函数 是 不 定 的 一 一 多 值 的 ; 为 便利 起 见 可 以 
假定 当 t=0 时 它 取 一 个 完全 确定 的 值 ， 比 如 说 ，7(0) 一 站 ， 郑 数 
@ 一 f(t) 的 图 形 已 在 图 7 中 绘 出 . 

我 们 已 经 举 了 许多 由 公式 给 出 的 函数 的 全 于， 借助 于 公式 来 
给 出 函数 ， 从 数学 的 观点 看 来 ， 是 最 重要 的 ; 因为 当 函 数 由 公式 
给 出 时 ， 对 于 用 数学 方法 来 讨论 函数 的 性 质 ， 具 备 着 最 有 利 的 条 
件 . 

但 不 要 以 为 公式 是 给 出 函数 的 唯一 方法 ， 我 们 还 有 许多 其 他 
的 方法 , 其 中 具有 特殊 意义 的 是 函数 的 图 形 , 它 提 供 了 函数 的 一 月 
了 然 的 几何 表现 、 这 可 以 从 下 面 的 例子 得 到 很 好 的 说 明 . 

为 了 村 知道 空气 的 温度 在 一 辟 夜 间 怎 样 变化 ， 在 气象 台 上 使 
用 着 一 种 仪器 ,叫做 温度 记录 器 这 种 记录 器 的 主要 部 分 是 借助 
于 时 钟 机 构 而 绕 轴 自转 的 加 简 和 对 温度 变化 极为 灵 人 敏 的 弓形 黄 钢 
妈 ， 当 温 度 增 高 时 钢 区 自行 伸 直 ， 瑞 此 借 杠 杆 装 置 而 连结 在 苗 上 
的 自动 书写 笔 就 会 上 升 。 反之 ,温度 的 减低 则 使 笔下 移 ， 在 图 简 
上 适当 地 缠 闭 划 有 格 线 的 纸 带 ， 而 自动 笔 就 在 这 纸 带 上 给 出 连续 
不 断 的 线条 -一 函数 了 一 f(t) 的 图 形 ， 表 达 了 时 间 与 空气 温度 之 
向 的 相 估 性， 借助 于 所 得 到 的 图 形 , 用 不 着 计算 , 便 可 以 确定 每 一 
了 骨 时 t+ 的 温度 了 了 . 

刚才 所 誉 的 例子 表明 图 形 河 以 单独 地 确定 画 牙 不管 它 是 不 

“1 这 并 不 是 沿 ， 这 样 的 表达 不 可 能 。 在 第 二 只 第 十 二 拿 中 将 折 出 怎 样 来 得 单 下 
的 公式 。 

区 


是 由 公式 给 出 . 

可 是 ， 我 们 将 来 还 要 回 到 这 个 问题 ( 见 第 二 卷 第 十 二 章 ) 并 证 
明 下 面 这 个 极 重要 论断 的 正确 性 ， 每 一 个 连续 的 图 形 可 以 用 某 一 
个 公式 , 或 者 照 仍然 通行 的 说 法 , 某 一 个 分 析 式 来 表达 , 对 于 很 多 
不 连续 的 图 形 说 来 , 这 也 是 确实 的 2. 

我 们 要 指出 ， 这 个 具有 重大 原则 性 意义 的 论断 还 只 在 上 一 世 
纪 的 中 叶 才 在 数学 里 被 充分 领会 。 在 此 时 之 前 , 数学 家 们 把 “ 函 
数 "一 词 仅仅 理解 为 分 析 式 (公式 ), 但 同时 他 们 错误 地 以 为 决 不 是 
每 一 个 连续 的 图 形 有 相应 的 分 析 式 ， 并 且 扒 起， 者 一 个 函数 由 公 
式 给 出 , 则 它 的 图 形 , 跟 其 他 的 男 形 相 比 , 应 当 具 有 特别 美好 的 性 
质 . 

但 在 十 九 世 纪 发 现 了 所 有 的 连续 图 形 都 可 以 由 或 多 或 少 地 复 
杂 的 公式 给 出 。 因 此 分 析 式 在 作为 确定 函数 的 一 种 方法 时 所 独 有 
的 作用 已 告 动 扬 , 结果 便 形成 了 新 的 、 更 灵活 的 、 关 于 函数 概念 的 
定义 , 就 是 我 们 在 上 文 所 提出 的 定义 .根据 这 个 定义 , 要 把 变 景 y 
称 为 变量 > 的 函数 , 只 须 有 一 个 法 则 存在 , 使 得 在 这 函数 的 定义 域 
中 的 每 一 个 2 值 有 一 个 完全 确定 的 9 值 相对 应 就 是 ， 不 管 这 一 法 
则 由 怎样 的 方法 给 出 : 公式 、 图 形 、 表 格 或 还 有 任何 其 他 的 方法 . 

在 这 里 不 妨 指 出 ， 上 述 定义 在 数学 文献 中 往往 跟 数 学 家 狄 利 
克 午 的 名 字 连 在 一 起 ， 应 当 着 重 说 明 , 跟 狂 利克 雷 局 时 , 这 个 定义 
也 曾 由 罗 巴 切 夫 斯 基 独 立地 提出 . 

最 后 ， 我 们 建议 读者 绘 出 下 列 各 函数 的 图 形 作 为 一 种 练习 : 


mV5，gmm sin2o， (ao+ 至 )， Ine, In(1+%), [2—8|, 


z+ | 


2 
读者 也 应 当 看 得 很 清楚 ,使 关系 式 
f(-®) =f(e) 
对 一 切 z 值 成 立 的 函数 有 对 称 寺 y 轴 的 图 形 ;而 在 关系 式 
卫 自然 只 有 当 “ 公 式 "与 "分析 式 "两 个 名 词 在 数学 中 究 竞 作 何 解释 宛 确 切 地 规 
定 以 后 , 读 者 才 会 完全 汲 丁 上 面 所 说 的 论断 - 
» 0. 


f(-o)=—f(9) 
的 场合 , 则 其 图 形 对 称 于 坐标 原点 。 试 想 一 想 怎样 可 以 从 .f(2) 的 
图 形 得 到 f(a+z) 的 图 形 ， 其 中 < 是 一 个 常数 .最 后 ， 试 探究 怎 
祥 可 以 借助 于 f(e) 与 p(w) 的 图 形 找到 复合 西数 y~fIp《w)] 的 
值 . 


§3. 极 黑 


在 §1 里 已 经 说 过 ,近世 数学 分 析 运 用 着 一 种 独特 的 方法 ， 这 
方法 经 历 了 许多 世纪 方才 炬 成 而 它 正 是 分 析 中 的 基本 推论 工具 . 
这 里 所 说 的 就 是 无 穷 7 
小 法 ， 或 者 照 实质 上 
完全 相同 的 说 法 ， 就 
是 极限 法 .我 们 将 力 
求 说 明 这 些 概念 。 为 
此 ， 让 我 们 来 看 一 看 
下 面 的 例子 . 

我 们 要 计算 由 抛 
物 线 y 一 0 2 轴 以 及 
直线 o~1 所 国 成 的 
面积 (图 8)， 初 等 数 
学 没有 提供 我 们 解决 
这 一 问题 的 方法 ， 但 时 
这 正 是 我 们 可 以 在 这 里 做 到 的 . 

让 我 们 用 下 列 各 点 ， 


0, 4, 3, ,1 


把 2 轴 的 一 段 [0, 必 分 成 "个 相等 的 小 眉 , 并 在 每 一 个 小 段 上 作 
出 左上 角 磋 到 抛物 线 的 矩形 结果 我 们 就 得 到 图 8 中 加 有 阴影 的 
一 连 曲 矩形 , 其 面积 的 总 和 5 等 于 ， 
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EE Gm 
让 我 们 把 量 5, 写成 下 面 的 样子 : 
iy 1 1 
中 = 襄 +( 一 下 一 可 + (7) 


随 着 ”而 定 的 量 os， 虽然 形式 颇 繁 ， 却 具有 一 种 值得 注意 的 
性 质 : 若 ” 无 限制 地 增 大 ， 则 os 将 趋 于 零 . 这 一 性 质 还 可 以 这 样 
来 表述 : 给 定 任意 的 正 数 8, 便 可 挑 出 这 样 大 的 值 ,使得 就 大 于 
尺 的 一 切 m 而 论 , 数 mm 的 绝对 值 将 小 于 已 给 的 = 

就 近世 数学 中 所 理解 的 无 穷 小 量 而 言 , 其 m 就 是 无 穷 小 量 的 
一 个 例子 

从 图 8 我 们 看 到 ,车 数 无 限制 地 增 大 , 则 加 有 阴影 的 矩形 面 
积 的 总 和 5 将 趋 于 所 求 曲 线形 的 面积 . 另 一 方面 , 由 于 om 在 nm 无 


恨 制 增 大 时 趋 于 堆 ， 等 式 (7) 就 是 示 总 和 5, 同时 趋 于 于， 由 此 可 
知 所 求 的 曲线 形 面积 等 于 于， 而 我 们 的 问题 已 告解 决 了 ， 


所 阐述 的 方法 因此 可 归结 如 下 ， 为 卫 要 寻求 某 一 个 最 8, 我 
们 引用 了 另外 一 个 向 它 趋 近 的 变 车 3。, 这 变量 按照 菜 一 种 法 由 
了 在 是 而 羽 见 的 等 式 化 十 二 ?一 可 一 342 二 8k 浅 中， 依次 令 bl, 2 …， 一 1 
然后 把 各 等 式 的 左 方 与 右 方 分 噶 要 加 并 令 cs 12+ 吕 十 … 十 (一共 可 得 o 的 方 各 
信 一 1 一 80 + (9 +n 一 1, 把 这 方程 解 出 ,得 
si DD) 


吧 例如 , 设 e 一 0.00L 则 可 取 瑟 一 500， 事 实 上 ,因为 
二 
Gn2 ~ Bn 
对 于 整数 的 “成立 ,所 以 当 mn>500 时 有 
1 1 于 1 本 
lal-|- 志 |- 玄 ~ 遍 < 吉 “0 
类似 地 可 以 给 定 任意 小 的 = 值 , 比 如 说 : 
三 一 0.0001, sa 一 0.0000L， ~, 
并 且 你 上 面 一 样 选 择 与 此 祖 应 的 值 一 Na 3a 
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随 着 自然 数 n 一 1 2，8,… 而 经 历 个 别 的 特殊 值 Ss，8s，…, 于 
是 ， 在 指出 了 变量 5。 可 写成 常数 于 与 无 邦 小 量 os 的 和 式 以 后 ， 


我 们 就 断定 8, 趋 于 圭 ， 因 而 8 一 坦 ， 使 用 近世 极限 论 的 语言 于 
这 一 扬 合 ,我 们 可 以 说 , 当 无 限制 增 大 时 ， 变 量 8, 趋向 一 个 避 
县 ,而 这 极限 等 于 雪 . 


现在 让 我 们 给 所 说 概念 提出 一 个 准 更 的 定义 - 
若 变量 ma 一 1 2, …) 具 有 这 样 的 性 质 ， 对 于 无 论 怎样 小 的 
一 个 正 数 as， 总 可 以 挑 出 那样 一 个 足够 大 的 入 ,使 得 不 等 式 
|m] <a 在 na> 六 时 成 立 ， 则 我 们 便 说 ，a 是 一 个 无 穷 小 量 2， 并 
记 作 
limm=0 或 m-?0. 
另 一 方面 , 若 某 一 变量 mw 可 以 写成 和 式 ， 
Zr 一 和 十 ae 
其 中 a 是 某 一 个 常数 而 mm 是 无 穷 小 , 则 我 们 便 说 , 变量 m 在 m 无 
限制 增 大 时 趋 于 数 a, 并 记 作 
Lime 或 mm->G. 
数 4 称 为 m 的 极限 . 将 别 是 无 穷 小 量 的 极限 显然 是 零 。 
让 我 们 来 看 一 些 变 量 的 例子 : 
=- 工 办 -一 证 ， 2 ,1 
加 一 (一 也” (n=1, 2 8, -°°). 
显然 ,zw 加 与 zm 都 是 无 穷 小 , 其 中 第 一 个 渐 减 地 趋 于 零 , 第 
二 个 始终 取 负 值 , 新 增 地 趋 于 零 ,而 第 三 个 振荡 于 零 的 左右 而 趋 于 
堆 . 其 次 ，w-~*1 而 如 根本 没有 极限 ， 因 为 随 蒜 m 的 增加 并 不 趋 
近 任 何 常数 , 却 始终 气 荡 , 时 而 取信 1, 时 而 取 值 一 1. 
在 分 析 中 起 著 电 大 作用 的 还 有 元 穷 大 量 ” 的 概念 ， 所 谓 无 穷 
了 1 无 穷 小 量 往往 简称 为 无 穷 小 . 一 主考 注 
2) 无 为 大 量 也 往往 位 称 六 无 穷 大 , 一 译 者 注 


大 景 , 我 们 定义 为 具有 下 述 性 质 的 变量 zm=1, 2, 3，…)， 对 了 
雹 论 怎样 大 的 一 个 正 数 开 , 总 可 以 说 出 那 祥 一 个 六 ,使 得 
| > 

在 n>W 时 成 立 . 

量 mm 是 无 穷 大 这 一 事实 我 们 记 作 

limm 一 co 或 me 一 cc. 
关于 这 样 的 量 rw 我们 说 它 趋 于 无 穷 大 ， 若 同时 从 某 一 个 值 起 这 
个 量 就 总 是 正 的 (或 负 的 》 则 记 作 ee 一 十 cc (或 we 一 一 co). 例如 ， 
当 m=d 2, 3 …, 
limm= 十 eo, lim(~—7n) = —oo0; 


limlg 二 -一 oo lim tg(3+1)- -oe, 


不 难看 出 ,车 量 m 是 无 穷 大 , 则 忆 一 二 -是 无 穷 小 而 反之 亦 
然 . 

两 个 变量 mm 与 % 可 以 彼此 相 加 、 相 减 、 相 桶 及 相 除 ， 并且， 
一 般 地 说 ， 就 得 出 新 的 变量 ， 和 和 ms 十 ge， 差 mm 一 %， 积 wy。 及 商 
8 它们 将 分 别 取得 下 列 特殊 值 ; 

ys, eat ys, Catys, ~ 

WY, Cays, Taya, *** 

Fh 

hh” a” Ye” 
读者 也 可 以 独自 证 明 这 样 一 个 颇 为 明显 的 事实 : 湛 变 量 2 与, 灼 
于 有 尽 的 极限 , 则 这 两 个 变量 的 积 、 差 、 积 、 商 也 各 趋 极限 ,而 且 所 
鸥 极限 就 分 别 等 于 原来 两 个 极限 的 和 、 差 、 积 、 商 。 这 可 以 记 写 如 
下 





lim{z, +y,) 一 Lim z+ limy,; 
Tim (zwga) 一 Lim %, lim yns 


00。 


lim -ma — lim a 
加 Limnsy 


只 有 在 商 的 场合 , 我 们 必须 候 定 分 母 的 极限 (lim yn) 不 等 于 零 . 芳 
limy。=0 而 lim zeg0, 则 mo。 与 gm 的 比 已 经 不 趋 于 有 尽 的 极限 渣 
趋 于 无 穷 大 了 . 

车 分 子 与 分 母 同时 都 趋 于 替 ， 则 将 发 生 一 种 极 有 趣 而 又 重要 


的 场合 ， 在 这 种 场合 ， 无 法 预先 说 出 ， 比 他 是 否 将 趋 于 一 个 极 


限 , 因为 这 问题 的 答案 完全 取决 于 mm 与 tm 向 零 趋 近 的 特征 ， 例 
如 ,车 


Yn - 工 0, Te -mco 
风 EE Ye ie 
另 一 方面 , 量 
名 -(-D" 
显然 不 趋 于 任何 极限 。 


这 样 ， 比 式 的 分 子 与 分 母 都 趋 于 零 的 场合 是 不 可 能 用 一 般 的 
定理 来 开 先 说 明 的 ; 对 于 每 一 个 这 样 的 比 式 必须 各 别 地 进行 特 鳞 
的 探讨 . 

以 后 我 们 将 看 到 , 微分 学 的 基本 问题 , 也 可 以 说 就 是 在 非 匀速 
运动 中 求 某 一 瞬时 的 速度 问题 ， 归 结 于 确定 两 个 无 穷 小 量 一 一 路 
程 增 量 与 时 间 增 量 一 一 之 比 的 极限 . 

以 上 我 们 考 品 了 这 样 的 一 种 变量 m， 它 在 下 标 ”无 限制 地 经 
历 一 系列 的 自然 数 % 一 1，2，8，… 时 取得 一 连 串 的 数值 zw，zs， 
wa,*…, go …。 但 是 我 们 也 可 以 考虑 连续 地 变化 , 像 时 间 一 样 ， 
并 且 在 这 一 条 件 下 类 似 地 来 定义 变量 mm 的 极限 . 这 种 极限 的 性 
质 是 跟 上 面 对 离散 ( 即 不 连续 ) 变量 所 陈述 的 性 质 完全 相 类 似 的 . 
还 要 注意 无 限制 增 大 的 情况 在 这 里 并 不 怎样 重要 ， 我 们 可 以 同 
样 有 效 邮 考虑 m 在 连续 地 变化 时 趋 近 于 某 一 个 已 给 定 的 值 mw。 


“101. 





作为 一 个 例子 , 让 我 们 来 考察 量 -2 在 < 趋 近 于 零 时 的 变 
2 化 ， 左 玫 是 当 = 取 某 些 值 时 这 
一 个 量 的 数值 (e 的 值 假定 是 

0.8589… 用 纸 度 天 出 的 ). 


显然 ,了 着 的 趋 近 于 鹤 ， 
量 -2 趋 于 二 但 是 这 当然 
还 需要 严格 的 证 明 ， 要 得 到 这 个 证 明 , 比如 说 , 可 以 从 不 等 式 

inv<ow<tg» 

出 发 ， 这 不 等 式 是 对 于 第 一 象限 内 所 有 噶 于 零 的 角 都 成 立 的 。 用 
simz 除 不 等 式 的 所 有 部 分 ,得 
二 
SinZ ~ coz’ 














1< 
因此 ， 08 ne 1, 
但 是 因为 eosw 随 着 = 的 向 守 减 小 而 趋 于 工 所 以 包含 在 cosz 与 
1 之 间 的 量 22 二 也 趋 于 1 风 





lm Sn 1 
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我 们 在 后 面 就 有 机 会 要 应 用 到 这 一 个 情况 . 

上 面 的 等 式 我 们 是 就 = 始终 取 正 值 而 趋 于 零 的 场合 来 证 明 
的 。 对 这 证 明 略 加 显而易见 的 改变 ， 也 便 可 以 适用 于 = 取 负 值 而 
赵 于 零 的 场合 . 

现在 我 们 还 要 讨论 一 个 问题 。 变量 可 以 有 极限 , 也 可 以 没有 
极限 ， 因 此 产生 这 样 一 个 问题 : 我 们 能 不 能 给 出 一 些 准则 , 借以 断 
定 哪 些 变量 确 有 极限 存在 、 在 可 能 给 出 准则 的 各 种 场合 中 , 有 一 
种 重要 而 且 足 够 普遍 的 , 我 们 要 在 这 理 说 一 说 .试想 像 变量 mm 是 
增 大 的 , 或 者 至 少 是 不 减 小 的 , 也 就 是 说 满足 不 等 式 

ra 
的 , 并 且 还 发 现 变量 的 所 有 这 些 值 不 超过 同一 个 数 于， 即 和 < 好 
103 。 


(n=1 2, 8,…)。 著 把 om。 诸 值 及 数 M 都 在 % 轴 上 标 出 , 则 可 见 
动 点 加 在 轴 上 向 右 移动 而 始终 在 点 下 的 左面 。 很 显然 , 变 点 mm 
必然 要 趋 于 某 一 个 极限 点 % 这 一 点 或 者 位 于 型 点 的 左面 ， 或 者 
在 极端 的 场合 跟 M 相合 . 

这 样 , 在 所 考虑 的 场合 , 我 们 的 变量 有 极限 

limo,~—a 
存在 。 

上 述 推论 带 有 直观 性 , 但 是 不 能 够 当 作 证 明 。 在 现代 的 数学 
分 析 教 程 中 , 以 实数 理论 作为 基础 , 都 握 供 了 这 一 事实 的 完备 的 恨 
据 。 

作为 一 个 例子 , 让 我 们 来 考虑 变量 

(+ 二 (nl, 2, 3,.), 


它 的 最 初 几 个 值 由 一 2 ti 一 2.25， ds 过 2.37, ta 守 2.44,…， 
我 们 看 得 出 是 增 大 的 . 把 我 们 的 式 子 按 牛 顿 二 项 式 展 开 后 ,可 以 
证 明 它 对 sn 的 任何 值 都 是 增 大 的 ， 而 且 还 可 以 轻而易举 地 证 明 ， 
不 等 式 <3 对 一 切 n 成 立 。 在 这 样 的 场合 ,， 我 们 的 变量 必然 有 
不 超过 数 3 的 极限 。 我 们 将 在 后 面 看 到 , 这 个 极限 在 数学 分 析 中 
起 着 很 重大 的 作用 , 在 某 种 意义 上 说 来 正 是 对 数 的 最 自然 的 底 ， 

这 个 极限 通常 用 字母 e 记 出 ， 它 等 于 
Pe lm 人 + 二 一 2.718281828459045.…。 
更 详细 的 研究 证 明了 数 。 不 是 有 理 数 :. 

还 可 以 证 明 ， 所 考虑 的 极限 不 仅 在 w>co 时 而 且 在 > 一 co 
时 存在 并 等 二 e。， 同 时 ， 在 两 种 场合 , n 都 可 以 不 仅仅 经 历 整数 的 
值 . 

我 们 还 要 说 一 说 极限 概念 在 自然 科学 中 的 一 种 重要 作用 . 这 
作用 就 在 于 这 样 一 件 显著 的 事实 ; 只 有 借助 二 极 限 概念 (经 过 取 补 

二 关于 这 一 点 ， 我 们 应 央 指 出 ,有理 数 , 即 形 如 号 的 数 ， 其 中 与 9 孝 是 半数 ， 


经 过 加 、 减 、 乘 、 路 (但 不 能 以 零 作 除数 的 运算 后 ， 结果 还 是 有 理 数 . 但 在 家 限 运 算 中 
这 就 不 - 次 理 数 序列 的 极限 可 以 是 无 理 政 . 
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限 的 步 又 ) 我 们 才 得 以 对 自然 科学 中 所 磁 到 的 许多 具体 的 量 给 出 
完全 而 详尽 的 定义 . 

姑且 让 我 们 来 考虑 下 而 这 个 几何 的 例 于 、 在 中 学 的 几何 教程 
里 我 们 先 研习 由 直线 段 所 围 成 的 疼 洪 。 然 后 提出 比较 困难 的 关于 
寻求 有 已 知 半径 的 加 局 长 度 的 问题 . 

把 求解 这 问题 时 所 存在 的 困难 加 以 分 析 , 可 归结 如 下 ， 

我 们 必须 看 得 很 清楚 ,什么 是 图 周 长 度 , 也 就 是 说 , 我 们 必须 
给 出 它 的 准确 定义 ， 要 紧 的 是 这 定义 应 当归 结 到 直线 股 的 长 度 ， 
并 且 从 这 定义 也 应 当 有 可 能 把 圆周 长 度 有 效 地 算出 ， 

不 言 而 喻 , 计算 的 结果 应 该 跟 实 践 易 合 ， 比 如 说 , 我 们 有 一 个 
由 实物 (例如 纱 线 ) 所 做 成 的 圆周 ， 把 这 回 周 剪断 、 拉 直 , 我 们 地 该 
得 到 一 条 直线 , 它 的 长 度 在 丈量 的 准确 恨 度 内 应 该 跟 计 算 相 合 。 

从 中 学 教程 里 我 们 已 经 知道 这 问题 的 解决 归结 为 下 面 的 定 
义 . 所 谓 圆 周 长 度 , 就 是 贺 内 接 正 ? 多 边 形 的 周 长 当 边 数 无 限制 增 
大 时 的 极限 ， 由 此 可 见 , 所 提出 的 问题 在 实质 上 是 根据 极 腿 概念 
来 解决 的 

任意 光滑 曲线 的 长 度 正 是 类 似 地 加 以 定义 的 ， 在 以 下 的 儿 节 
里 我 们 将 看 到 几何 与 物理 量 的 许多 例子 ， 这 些 量 的 准确 定义 也 六 
号 应 用 了 极限 概念 方才 能 够 给 出 . 

极限 与 无 穷 小 的 概念 是 在 上 一 世纪 的 初叶 最 后 形成 的 ， 它 的 
定义 ， 像 上 面 所 提出 的 那样 ， 是 跟 柯 西 的 名 字 连 在 一 起 的 ， 在 柯 
西 之 前 ， 在 数学 中 还 运用 着 比较 不 明确 的 概念 ， 现代 的 关于 极限 
的 、 关 于 作为 变量 看 待 的 无 穷 小 的 .关于 实数 的 概念 都 是 数学 分 析 
随 车 它 的 成 就 的 确立 和 巩 轩 而 逐渐 发 展 的 结果 。 


§4, 连续 函数 


在 数学 分 析 所 运用 的 本 数 中 , 连续 函数 构成 了 证 要 的 一 类 .要 


必 多 边 形 的 止 不 正 无 关 紧 要 。 在 这 里 ， 重 要 的 只 是 到 具 接 可 变 多 边 扎 的 最 人 边 
应 当 直 于 好. 
3104 。 





得 到 连续 函数 的 概念 ,我 们 不 妨 这 样 说 , 它 的 图 形 是 连续 的 , 也 就 
荐 可 以 一 笔画 成 的 

在 数学 上 连续 函数 表现 出 这 样 一 种 我 们 在 实践 中 常常 会 碰 到 
的 性 质 ， 就 是 跟 自 变量 的 拍 小 增 量 相 对 应 的 是 因 变 量 (函数 ) 的 微 
小 增 量 。 物体 运动 的 各 种 规律 3 一 f(t ， 表 达 了 物体 所 经 历 的 路 
程 * 与 时 间 # 的 相 倚 人 性, 就 可 以 作为 连续 函数 的 绝妙 例子 ， 时 间 
与 空间 都 是 连续 的 , 同时 物体 运动 的 这 种 或 那 种 规律 8 了 (t) 在 两 
者 之 间 确 立 了 一 定 的 连续 的 联系 ， 其 特征 就 在 于 跟 时 间 的 微小 增 
基 相 对 应 的 是 路 程 的 微小 增 量 . 

人 们 是 在 观察 四 周围 琅 谓 连绵 不 绝 的 介质 一 一 固体 、 液 体 或 
气体 的 , 例如 金属 水 、 空 气 一 -的 时 候 达 到 连续 性 的 抽 急 概念 的 ， 
事实 上 , 如 现在 所 周知 , 每 一 种 物理 的 介质 是 由 数目 众多 的 相对 运 
动 着 的 单个 粒子 积累 而 成 。 但 这 些 粒 子 以 及 它们 之 间 的 距离 , 跟 
在 宏观 的 物理 现象 中 所 会 磁 到 的 介质 的 体积 相 比较 ， 是 那样 的 微 
小 , 以 致 许多 这 样 的 现象 可 以 充分 完善 地 加 以 研究 , 只 要 把 所 研究 
的 介质 的 质量 当 作 是 没有 任何 空 除 而 连续 地 分 布 在 它 所 占据 的 空 
问 就 够 了 ,许多 物理 学 的 分 支 , 例如 流体 动力 学 -气体 动力 学 .弹性 
型 论 - 就 是 以 这 样 的 假设 作为 基础 的 . 数学 的 连续 性 概念 自然 在 
这 些 以 及 其 他 许多 分 支 中 起 着 重大 的 作用 、. 

让 我 们 来 考虑 任何 一 个 函数 y~f(%) 以 及 自 变量 的 一 个 完全 
确定 的 值 ao。 若 我 们 的 函数 反映 着 某 一 种 连续 过 程 的 话 ， 则 对 应 
于 根 m 相差 很 小 的 汪 值 应 该 是 中 函数 在 wo 一 点 上 的 值 7(co) 相 
差 很 小 的 函数 值 fte)。 因 此， 若 自 变量 的 增 量 = 一 ze 很 小 ， 则 相 
应 的 函数 增 量 f(z) 一 (wo) 也 应 该 很 小 。 换 句 话说 ， 若 自 变 量 的 
增 量 “一 so 趋 于 零 , 则 函数 增 量 了 (2) 一 f(zo) 也 应 该 趋 于 零 ,并 可 
记 写 如 下 : 

lim, Lo) 一 fo] 一 0. (8) 
这 一 关系 式 就 是 函数 在 so 一 点 上 连续 的 数学 定义 . 


我 们 还 要 提出 这 样 一 个 定义 ， 


一 个 函数 ,车 在 已 给 区 间 的 每 一 点 wo。 上 连续 ,也 就 是 说 , 若 
在 每 一 个 这 样 的 点 上 满足 等 式 (8)， 就 称 为 对 这 区 间 的 所 有 值 话 

这 样 ,为 了 要 给 函数 的 这 样 一 种 性 质 , 即 它 的 图 形 是 一 条 连续 
的 (按照 这 一 用 语 的 寻常 解释 ) 曲 线 , 提出 数学 的 定义 , 我们 必须 先 
给 局 部 的 连续 性 (在 m 一 点 上 的 连续 性 ) 下 定义 , 然后 在 这 基础 上 
求 定义 函数 在 四 个 线段 上 的 连续 性 . 

上 述 定 义 , 最 先 由 柯 西 于 上 世纪 初 指出 , 已 在 现代 的 数学 分 析 
中 被 普遍 采用 . 通过 无 数 的 具体 例子 的 验证 , 显示 了 这 一 个 定义 恰 
好 符合 于 我 们 所 原 已 形成 了 的 关于 连续 函数 的 实际 概念 , 比如 说 ， 
关于 连续 图 形 的 概念 . 

读者 从 中 学 数学 里 所 早已 范 悉 的 初等 函数 四 ，sinw，cosw， 
,lg2, arcsin z，arooosw 都 可 以 作为 连续 函数 的 例 了 于. 所 有 这 
些 函 数 都 是 在 它们 的 定义 域 上 连续 的 . 

沙 把 连续 函数 相 加 、 相 减 . 相 乘 、 相 除 (在 分 母 不 等 于 圭 时 ), 则 
结果 又 是 连续 函数 。 但 在 相 除 时 , 就 那些 使 分 母 中 的 函数 变 为 鹤 
的 值 m 而 论 ,连续 性 一 般 地 都 但 到 破坏 。 所 以 和 除 的 结果 是 一 个 
在 m 点 上 间断 的 函数 


函数 % 一 i 在 w=0 一 点 上 间断 ， 就 是 这 种 函数 的 一 个 例子 , 


图 9 中 所 绘 的 图 形 是 间断 函数 的 另外 一 些 例子 . 

我 们 建议 读者 仔细 地 把 这 些 图 形 看 一 看 。 我 们 要 指出 ,函数 
的 间断 点 是 各 种 各 样 的 ， 有 了 时候 当 2 趋 近 于 函数 不 连续 的 zo 点 
了 时, 极限 /(w) 虽 存在 而 异 于 f(zo); 有 时 候 , 如 在 图 9c 中 , 这 极限 
就 根本 不 存在 ， 也 有 这 样 的 情况 ， 当 z 从 一 面 趋 近 eo 时 , / (z) 一 
(so)-~0, 而 当 二 从 另 一 面 趋 近 wo 时 ， 则 f(w) 一 Feo) 已 不 趋 于 
零 . 在 这 种 场合 , 自然 我 们 还 是 有 函数 的 间断 点 , 虽 则 对 于 这 个 函 
数 我 们 可 以 说 它 是 在 这 一 点 上 上 “一面 连续 的 "， 所 有 这 些 场 台 都 可 
以 在 所 说 的 图 形 中 看 到 . 

作为 一 种 练习 , 我 们 建议 由 读者 自己 来 回答 下 面 的 向 题 ; 函数 


"le 





图 9 © 
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y=[a] 
ein ( 数 = 的 整数 部 分 》 





二 -92， 代 起 2 在 它们 没有 定义 (就 是 分 母 变 为 
的 的 点 上 了 等 和 才 人 它们 丰 站 人 上 上 入 对 
函数 妃 w = 各 -能 不 能 规定 出 这 样 的 数 ? 

数学 时 的 回电 冰 数 反 庙 出 在 自然 界 中 所 友 到 的 许多 飞 用 式 的 
过 程 、 例 如 ,在 冲击 的 作用 下 ,物体 的 这 庆 训 在 数量 上 有 有 飞 必 的 长 
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变 . 许多 质 的 转变 都 伴 有 飞跃 。 在 8 2 中 我 们 曾 引 述 了 函数 @ 一 
了 GD) 的 例子 ， 这 枉 数 所 表达 的 是 一 定数 量 移 水 (或 冰 ) 中 所 含 的 热 
最 跟 温 度 的 相 倚 性 ， 在 临近 冰 的 洲 解 温度 的 时 候 热量 @-/ GO) 随 
着 上 的 变化 而 发 生 飞跃 的 改变 . 

具有 个 别 间断 点 的 函数 , 女 连 续 应 数 一 祥 , 是 在 分 析 中 很 频繁 
地 会 碰 到 的 。 至 于 更 复杂 的 具有 无 穷 多 间断 点 的 函数 ， 我 们 可 以 
引用 所 调 黎 受 函 数 来 作为 一 个 例子 . 黎 受 函数 是 这 样 一 个 本 数 : 它 


在 所 有 的 无 理 点 上 等 于 零 而 在 形 如 z 一 全 (其 中 卫 是 既 约 分 数 ) 
的 有 理 点 上 等 于 吕 。 这 秀 数 在 所 有 的 有 理 点 上 间断 而 在 所 有 的 


无 理 点 上 连续 .。 把 这 西数 稍微 改动 一 下 , 就 毫 无 困难 地 可 以 得 到 
一 个 到 处 同 断 的 函数 的 例子 了 我们 想 顺 便 指 出 ， 其 至 对 于 这 样 
复杂 的 函数 , 现代 的 分 析 也 发 现 了 许多 人 馆 有 趣味 的 规律 性 , 在 分 析 
的 独立 分 支 之 一 一 一 实 变 函 数论 一 一 中 就 研究 着 这 种 规律 性 ， 苏 
联 的 数学 家 们 , 特别 是 莫斯科 函数 论 学 派 , 对 于 这 一 个 在 最 近 五 十 
年 来 已 有 异常 迅速 发 展 的 理论 作出 了 巨大 的 贡献 。 


85. 导 数 


导数 概念 是 分 析 的 另 一 个 主要 概念 ， 在 历史 上 它 是 从 下 面 两 
个 问题 的 索 解 而 产生 的 , 就 让 我 们 先 来 考察 一 下 这 两 个 问题 . 

速度 ”在 这 一 埋 的 绪论 中 我 们 早已 给 自由 落体 的 速度 下 了 定 
义 ， 那 时 我 们 利用 取 极 限 的 步 式 ， 从 一 小 段 路 程 上 的 平均 速度 求 
出 了 某 一 点 上 某 一 几时 的 速度 .我 们 正 可 以 根据 同样 的 方法 来 定 
义 任何 非 匀速 运动 中 的 激 时 速度 。 事实 上 , 设 函 数 

s=/f() (9) 

所 表达 的 是 质点 所 经 历 的 略 程 * 跟 时 间 t 的 相 倚 性 ， 为 了 要 得 出 
在 必 时 :=ts 的 速度 ， 让 我 们 来 考虑 从 刀 到 +h(h*0) 的 某 一 自 
时 间 . 在 这 段 时 间 内 质点 将 经 历 路 程 

1 只 而 让 它 在 无 理 点 上 不 鱼 于 零 , 比 如 说 ,等 于 荆 就 锣 了 - 
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人 -Go+ 用 一 7 

在 这 段 有 路 程 上 的 平均 速度 wm 将 随 天 而 变 : 
mm- 侈 -天 (Go+ 及 -fo 
车 你 小 , 则 以 wm 表达 册 时 名 的 真正 速度 就 全 准确 ， 由 此 可 知 ,， 
在 忌 时 fa 的 真正 速度 等 于 路 程 增 量 与 时 间 增 量 之 比 当 司 者 始终 
不 等 于 零 而 趋 于 零 时 的 极限 : 
ol Coth) fi 
0 大 


为 了 要 算出 在 各 种 不 同 运动 规律 中 的 速度 ， 我 们 还 得 学 会 怎 
样 对 各 种 不 同 的 函数 了 (#) 去 求 出 这 个 极限 . 

切线 ”另外 一 个 问题 ， 而 且 是 几何 上 的 问题 一 一 就是 在 任意 
平面 曲线 上 求 作 切 线 的 问题 一 一 也 引导 到 完全 相 类 似 的 极限 的 寻 
求 ， 





AS 


2 人 i 
图 10 图 也 


设 曲线 O 是 通 数 y 一 7(c) 的 图 形 而 4 是 0 上 具有 横 坐 标 7 
的 一 点 (图 10)。 怎样 的 直线 称 为 曲线 O 在 4 点 上 的 切线 呢 ? 在 
初等 几何 学 里 并 未 提出 这 个 问题 、 对 于 在 那里 所 研究 的 唯一 曲 
线 一 一 圆 线 ， 我 们 把 切线 定义 为 跟 圆 周 仅 有 一 个 公共 点 的 直线 . 
但 是 对 于 其 他 曲线 ， 同 样 的 定义 显然 将 不 符合 “切线 "的 直觉 概念 
了 .， 例如， 在 图 匡 中 议 绘 的 两 条 直线 五 和 履 ， 前 一 条 昌 昭 图 中 
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的 出 线 ( 正 莎 曲线 ) 只 有 一 个 公共 点 , 显然 不 与 曲线 相 切 , 而 后 一 条 
跟 曲 线 有 许多 公共 点 , 却 在 每 一 个 这 样 的 点 上 与 曲 缓 相 切 . 

为 了 要 给 切线 下 定义 ， 让 我 们 考虑 曲线 O 上 (图 10) 异 于 4 
而 具有 横 坐 标 co+h 的 另外 一 点 4。 作 割 线 44 并 把 它 与 “四 
所 成 的 夹 角 记 作 B。 现在 我 们 让 点 4 沿 着 曲线 O 趋 近 于 4， 芳 
这 时 制 线 44' 趋 于 某 一 个 极限 位 置 , 则 占有 这 一 极限 位 置 的 直线 
了 了 就 称 为 在 和 4 点 上 的 切线 . 显然 , 直线 了 与 s 轴 所 成 的 夹 角 c 应 
该 等 于 动 角 有 的 极限 . 

量 雪 是 易于 由 ee 4BA'( 图 10) 来 确定 的 : 


妈 6--2 生 _ zzot+ 久 - Feco) ， 


和 
tga-limtg B—lim /m+ /0),. 


这 就 是 说， 切线 的 倾斜 角 的 正切 等 于 函数 je) 在 m 点 上 的 霄 量 
与 相应 的 自 变 量 增 量 之 比 当 后 者 始终 不 等 于 零 而 趋 于 零 时 的 杖 
限 . 

这 里 还 有 一 个 例子 , 也 引导 到 类 似 的 极限 的 寻求 。 在 导线 中 
有 一 股 强度 变动 不 定 的 电流 通过 ， 我 们 假设 已 经 知道 在 时 间 t 内 
流 过 导线 某 一 固定 横 截 面 的 电量 由 函数 @ 一 f() 表 出 ， 于 是 从 如 
到 fo+A 一段 时 间 内 将 有 等 于 f(s 十 有 一 flio) 的 电量 49 流 过 这 
一 模 截 面 ， 这 时 平均 电流 强度 等 于 

I.- 钥 -J 人 e+-[(9. 


这 一 比 式 当 h->0 时 的 极限 就 给 出 了 在 有 时 6 的 电 访 强 度 ， 
1 lm Lt/ 


i 肌 扩 分 届 于 大 半 妈 溢 的 三 
不 同 的 领域 : 力学 、 几何 学 与 电学 , 但 是 痢 引 导 到 必须 就 某 一 函数 
来 施行 的 同一 种 数学 运算 ， 我 们 必须 求 出 函数 增 量 与 相应 的 自 变 
最 增 量 九 之 比 当 ->0 时 的 极限 .我 们 尽 可 以 随便 再 举 出 许多 最 不 
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相同 的 问题 , 如 化 学 反应 的 速 庶 问题 ,分布 不 均匀 的 质量 的 密度 问 
题 等 等 , 而 它们 的 求解 都 导致 同样 的 运算 . 这 种 对 函数 所 施行 的 
运算 , 既然 具有 这 样 独特 的 作用 , 就 得 到 了 一 个 特别 的 名 称 一 一 隔 
数 的 微分 运算 .这 种 运算 的 结果 则 称 为 导数 . 


后 者 趋 于 零 时 的 裤 限 ?， 我 们 还 往往 使 用 这 样 的 记号 ， = dz， 
(e+ 一/(e) ~ 如, 于 是 导数 的 定义 可 简写 为 lim 和 . 


在 点 上 求 得 的 导数 入 显 然 是 随 著 = 点 而 变 的， 所 以 函数 
y 一 了 (2) 的 导数 又 是 的 某 一 个 西数 导数 通常 是 这 样 记 写 的 : 


fa) lim T+ fe) lim YW 
A 天 a do 
我 们 还 要 指出 其 他 通用 的 导数 记号 ; 
沁 台 型 ,y 或 四 


应 当 注 意 ， 记号 于 虽然 是 当 作 导 数 的 一 个 单独 符号 来 念 的 ， 


写 出 来 却 像 分 数 的 祥子 。 在 随后 的 几 节 中 ， 这 个 “分 数 "的 分 子 和 
分 母 对 我 们 说 米 将 获得 独立 的 意义 ， 而 且 它 们 的 比 式 恰巧 跟 导 数 
烛 等 , 于 是 显得 这 种 写法 是 完全 正确 的 了 . 
上 面 所 探究 的 各 个 例子 的 结果 现在 可 以 重新 叙述 如 下 . 
当 动 点 所 经 历 的 路 程 * 是 时 间 的 一 个 已 知 通 数 s 一 区 时 , 动 
点 的 速度 便 等 于 这 函数 的 导数 ; 
有 
更 简 路 地 说 , 速度 是 路 程 对 时 间 的 导数. 
在 模 举 标 为 2 的 点 上 作出 曲线 y 一 f(z) 的 切线 ， 其 颁 斜 角 的 
正切 便 等 于 函数 Jo) 在 这 一 点 上 的 导数 
tga~y ~f’(o). 
当然 这 是 就 极限 存在 的 场 全 而 高。 在 入 反 的 场合 ， 则 我 们 说 在 所 考虑 的 = 点 
上 没有 导数 。 
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著 Qf (GO 所 表达 的 是 在 时 间 上 内 流 过 导线 横 截面 的 电 基 ， 

则 在 朋 时 的 电流 强度 工 便 等 于 函数 了 (9 的 导数 ， 
1- =f (0). 

我 们 还 机 提 出 下 面 的 说 明 ， 非 匀速 运动 的 脖 时 速度 是 一 个 从 
实践 中 所 产生 的 纯粹 物理 概念 ， 人 们 是 在 对 各 种 各 样 的 具体 运动 
进行 了 无 数 次 的 观察 之 后 才 达 到 这 一 概念 的 。 物 体 在 其 鹭 程 的 不 : 
同 分 段 上 所 作 的 非 匀 速 运动 的 研究 ， 同 时 开始 的 各 种 不 同 的 非 义 
速 运动 的 比较 ， 特 别 是 物体 磁 漠 现象 的 研究 一 一 这 一 切 构成 了 非 
匀速 运动 的 瞬时 速度 这 一 物理 概念 所 由 创造 的 实际 资料 ， 但 是 速 
度 的 确切 定义 一 定 必 须 本 身 包含 有 确定 速度 数量 的 方法 借助 于 
导数 概念 这 才 可 能 做 到 。 

在 力学 中 , 根据 定义 , 车 一 个 物体 按照 规律 =7 (2 运动 , 则 其 
在 豚 时 t 的 速度 数量 就 假定 为 等 于 函数 湖人 在 上 值 上 的 导数 。 

这 一 节 开头 的 推导 ， 一 方面 表明 了 引用 这 种 求 导 数 的 运算 是 
有 利 的 , 而 男 一 方面 也 给 上 述 瞬时 连 度 的 定义 找到 了 合理 的 根据 ， 

因此 , 当 我 们 刚 提出 在 非 甸 这 运动 中 寻求 动 点 速度 的 问题 时 ， 
实在 说 来 ， 我 们 还 只 有 关于 速度 数量 的 经 验 上 的 概念 而 并 无 确切 
的 定义 。 由 于 相应 的 分 析 的 结果 , 我 们 才 达 到 了 恬 时 速度 数 最 的 
确切 定义 。 所 得 到 的 结果 具有 极 重 要 的 实际 意义 ,因为 在 这 个 定 
义 的 基础 上 我 们 的 关于 速度 的 经 验 上 概念 更 平添 了 把 速度 计算 出 
来 的 可 能 性 . 

上 面 所 说 的 话 自然 也 适用 于 电流 强度 以 及 表示 这 种 或 那 种 
(物理 .化 学 等 等 ) 过 程 的 速度 的 其 他 许多 概念 . 

我 们 现在 所 指出 的 情况 可 以 作为 无 数 同类 事实 的 范例 ， 这 就 
是 实践 引导 到 具有 现实 意义 的 一 定 概念 (速度 、 功 、 密 度 、 面 积 等 
等 ), 而 数学 使 这 概念 获得 清楚 的 定义 , 于 是 我 们 就 有 可 能 在 我 们 
所 需要 的 计算 中 对 所 说 的 概念 进行 运算 . 

我 们 在 这 一 章 的 开头 早已 指出 了 导数 概念 的 发 生 首先 是 由 二 
许多 世纪 以 来 交 力 对 曲线 的 切线 及 非 匀 速 运动 的 速度 两 个 问题 进 
行 探索 的 结果 .类似 的 问题 以 及 在 后 面 将 要 讲 到 的 面积 计算 问题 
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从 古 时 候 起 就 引起 了 数学 家 的 注意 . 但 直到 十 六 世纪 , 这 种 问题 的 
提 法 和 解法 还 是 带 有 非常 特殊 的 性 质 ， 在 这 一 方面 所 积累 起 来 的 
丰富 询 料 就 在 十 七 世纪 一 一 在 牛顿 和 莱 布 尼 茨 的 著作 中 一 一 被 系 
统 化 地 整理 而 获得 了 理论 上 的 完成 。 欧 拉 对 于 近世 分 析 的 竟 基 也 
作出 了 极 巨 大 的 贡献 . 

可 是 牛顿 和 莱 布 尼 茨 以 及 他 们 的 同时 代 人 很 少 在 逻辑 上 给 这 
一 个 伟大 的 数学 发 明确 立根 据 ;， 在 他 们 的 推论 方法 和 所 运用 的 概 
念 中 , 可 以 找到 许多 在 我 们 看 来 是 模糊 不 消 的 东西 ; 而 且 那 时 候 的 
数学 家 们 自己 也 意识 到 这 一 点 ， 由 他 们 在 相互 通信 中 对 这 些 问题 
所 进行 的 激烈 争论 可 以 作证 ， 那 时 候 (十 七 与 十 八 世纪 ) 的 数学 家 
们 特别 紧密 地 把 自己 的 纯 炎 数 学 活动 跟 各 种 不 同 自然 领域 ( 物 再 
学 .力学 、 化 学 技术 ) 中 的 研究 活动 联系 起 来 数学 问题 的 提出 一 
般 地 是 由 于 有 实际 的 需要 或 愿望 去 考察 这 种 或 那 种 自然 现象 ， 在 
问题 获得 解决 后 , 反正 都 得 经 受 实际 的 考验 , 而 正 是 这 种 情况 有 利 
地 指引 着 数学 的 研究 . 

导数 计算 举例 我 们 弃 然 把 导数 定义 为 极限 

f'(0) lim ft- 

这 就 有 可 能 对 每 一 个 
具体 的 洒 数 求 出 它 的 
导数 了 ， 

但 是 必须 立刻 说 
明 ， 也 可 能 有 这 样 的 
场合 ， 就 是 西数 在 这 
个 或 那个 点 上 或 甚至 
在 许多 点 上 根本 没有 
导数 ， 就 是 说 ， 比 式 

A 


当 记 一 0 时 干脆 不 趋 
于 任何 有 限 的 极限 , 在 函数 的 每 一 个 间断 点 上 显然 就 有 这 种 场合 , 


rd. 





因为 这 时 , 在 比 式 
了 (Gc 十 从 一 Ce， 
了 = (10) 


中 , 分 子 不 趋 于 零 而 分 母 无 限制 地 碱 小 ， 在 函数 连续 的 点 上 也 可 
以 没有 导数 ， 函 数 图 形 上 的 折 点 ( 角 点 ) 就 是 一 个 简单 的 例子 (图 
12)。 试看 图 形 中 的 曲线 , 在 这 祥 的 点 上 没有 确定 的 切线 , 相应 于 
函数 没有 导数 .往往 在 这 样 的 点 上 表达 式 (10) 随 着 自 右 或 自 左 
赵 近 于 零 而 趋 近 于 不 同 的 信 ; 但 是 若 大 任意 地 赵 于 替 , 则 比 式 (10) 
根本 没有 极限 。 导数 不 存在 的 更 复杂 一 些 的 场合 ， 可 举 这 样 一 个 
函数 作为 例子 ; 


es 1, oxo, 
i 
9, 当 w=0, 
这 函数 的 图 形 已 在 图 18 中 给 出， 它 在 z~0 一 点 上 没有 导 
数 , 因为 从 图 形 中 显然 可 见 割 线 04, 甚至 当 4 从 一 方面 趋 近 于 零 
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时 ， 也 不 趋 于 确定 的 位 置 ， 这 时 割 线 04 始终 在 直线 OM 与 直线 
OL 之 问 摇摆 车。 在 这 一 场合 , 比 式 (10) ， 其 至 在 大 保持 着 正 号 或 
负 号 而 趋 于 零 时 , 也 相应 地 没有 极 康 . 

最 后 , 让 我 们 指出 , 伐 助 于 公式 我 们 还 可 以 纯 述 分 析 地 给 出 在 
每 一 点 上 没有 导数 的 连续 函数 ， 第 一 个 提出 这 种 函数 的 例子 的 是 
上 一 世纪 的 著名 德国 效 学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 . 

这 样 , 把 可 微分 2 的 函数 归 为 一 类 , 把 一 切 连 续 函 数 也 归 为 一 
类 , 则 前 一 类 大 大 地 要 比 后 一 类 来 得 狭 医 . 

现在 让 我 们 来 实地 计算 一 些 最 简单 函数 的 导数 . 

1) y=% 式 中 0 是 常量 ， 常 量 可 以 看 作 是 范 数 的 一 种 特殊 场 
合 ， 就 是 对 于 任何 =” 它 总 等 于 同一 个 数 ， 它 的 图 形 是 一 条 平行 于 
多 轴 而 跟 = 轴 保 持 着 距离 的 直线 ， 这 直线 与 = 轴 所 成 夹 角 为 
一 0， 因 此 常量 的 导数 显然 恒 等 于 零 : y 一 《0)'=0。 由 力学 的 观 
点 看 来 , 这 等 式 表 示 不 支点 的 速度 等 于 等 . 

2 ye. 

Let ~f(o) + 一 助 诗 克 
当 加 ?0 时 ”我 们 得 到 航 腿 22， 汪汪 
~ (o) 一 2o， 
3) yen(n 是 正 整数 ) . 
f(z+h) fe _ (2 十 如 "一 区 
h 


ee wp 4+ 如 一 0] 
一 or 十 于 加 一 了 gash th 
2! 3 


在 最 后 一 个 等 号 右面 的 各 项 ， 从 第 二 项 起 都 在 hr 30 时 趋 于 
只 ,因此 
ye) nt, 
了 有 导数 存在 称 为 可 条 分 , 管 称 可 给. 一 一 译 者 注 
2 我 们 在 这 里 处 处 认为 A 天 0。 
Jane。 





六 公 式 ,无论 ”是 正 的 还 是 负 的 ,是 分 数 或 甚至 是 无 再 数 ， 也 依 If 
正确 , 但 是 它 的 证 明 要 用 其 他 方法 ， 这 冬 , 例如 
(WD) > 


VDE Ct0); 





Ex 
(FE) -GD -1 0); 
(Dnai! (0>0), 

4) y=aing, 





.< 光 天 
sin{z+h) 一 sin 2sin 羡 cos(c+ 亏 ) sn 有 
a i 天 五 eslet3) 
但 ， 我 们 在 前 面 已 经 说 明 过 , 第 一 个 分 数 在 7>0 时 趋 于 工 而 
oos (++ 各) 显然 趋 于 coso， 所 以 ,正弦 的 导数 等 于 余弦 ， 
y ~ (sine) ‘~ oonz, 
我 们 想 让 读者 用 同样 的 推理 自己 来 证 明 
(C080) 一 一 sin z。 
5) 在 前 面 (第 103 页 ) 我 们 已 经 指出 下 列 极限 的 存在 
lim(1+2) ~—e~2.71828.…, 


前 面 也 已 经 提 到 , 存 计算 这 极限 时 让 nn 经 历 正 整 数值, 这 一 情况 并 
不 起 主要 的 作用 , 连续 地 趋向 co 也 可 以 ， 重 要 的 是 加 在 1 后 面 的 


无 穷 小 量 二 跟 绝 对 人 无 限制 增 大 的 等 指数 呈 是 两 个 彼此 互 为 倒 


数 的 量 . 
接受 了 这 一 个 论断 ， 我 们 就 可 以 轻而易举 地 求 到 对 数 y- 
logoz 的 导 教 ， 我 们 有 


loga (z+h)—logoz 1 e+h_1l1 h 
天 og 2 一 二 ge(1+ 二 ) 。 


由 于 对 数 的 连续 性 ， 我 们 得 以 在 极限 中 把 符号 log 后 面 的 量 用 它 
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的 极限 来 蔡 代 , 而 这 极限 就 等 于 < 


lim| 人 


(在 这 一 场合 , 增 大 闭 的 基 天 就 起 著 m->ce 的 作用 . ?结果 我 们 得 
到 了 对 数 的 导数 公式 : 
Qogs0) =1 logse. 


这 公式 在 取 。 这 个 效 作 为 对 数 的 底 时 变 得 特别 简单 ， 以 。 作 底 的 
对 数 称 为 自然 对 数 , 并 记 作 二 sz， 于 是 我 们 可 以 写 出 


CQog,a 一直， 


a 
或 (ng) =. 


§6. 微分 的 法 则 


从 上 面 所 举 的 一 些 例子 硕 来 ， 似 乎 要 计算 一 种 新 的 函数 的 导 
数 就 需要 创造 一 种 新 的 方法 ， 但 事实 并 不 如 此 ， 在 不 少 程度 上 促 
成 分 析 的 发 展 的 乃 是 这 一 情况 ， 人 们 已 经 成 功 地 创造 出 极 简单 而 
唯一 的 方法 , 可 借以 求 出 任何 “初等 "函数 (就 是 那 种 可 以 由 有 限 次 
基本 代数 运算 、 三 角 函 数 起 荫 等 及 取 对 数 来 表达 的 函数 ) 的 导数 ， 
化 较 复 杂 问 题 为 较 简单 问题 的 定理 所 构成 的 、 

我 们 将 在 这 里 表述 微分 的 法 则 ,而 在 推导 时 力求 简短 ， 若 谈 
者 想 从 这 一 章 中 得 到 的 只 是 分 析 的 一 般 福 念 ， 则 尽 可 把 这 一 节 咯 
去 , 但 须 记得 确 有 方法 去 实地 求 出 任何 初等 函数 的 导数 。 在 这 种 
场合 ， 读 者 对 于 将 在 后 文 举例 中 看 到 的 一 部 分 计算 自然 应 当 加 以 
信 训 . 

和 的 导数 ”让 我 们 假设 = 的 函数 y 由 下 式 给 出 

y=p(z) + 8), 
“1l8. 


其 中 =p(2) 与 ?== 沙 (2) 都 是 我 们 所 已 知 的 两 数 。 此 外 ， 还 假设 
我 们 能 够 求 出 函数 4 与 v 的 导数 。 那 末 ， 怎 样 去 求 函数 % 的 导数 
呢 ? 管 案 显 得 是 简单 的 : 
Y= (Lt) tv, QD 
事实 上 ， 让 我 们 给 2 以 增 量 4z。 于 是 邮 9 与 y 也 各 得 增 量 
4 姻 与 必 , 并 有 等 式 


MW duit do 
成 立 ， 据 此 2， 
角 - 和 | 4 
4 如 如 
取 如 >0 时 的 极限 ， 立 即 得 公式 (11)， 只 要 函数 4 与 4 本 身 都 确 
实 有 导数 就 是 . 
类 似 地 可 推 得 两 函数 之 差 的 微分 法 则 ， 
(一 9 一色 一 四 (19) 


积 的 导数 ” 箭 积 的 微分 法 则 稍为 复杂 一 些 ， 两 个 可 微 丽 数 之 
积 也 是 可 微 函 数 ， 其 导数 就 等 于 第 一 个 函数 与 簿 二 个 函数 的 导数 
之 积 , 再 加 上 第 二 个 函数 与 第 一 个 函数 的 导数 之 积 , 即 

(un) 一 tm 十 wu (18) 

事实 上 ， 让 我 们 给 2 以 增 量 4e， 于 是 函数 迪 w 及 y~uw 分 
别 得 到 增 景 hu,4v, by, 而 且 这 些 增 量 满足 关系 式 : 

b= (+ 后 (e+do) -ww=udo+oda+dudo， 
从 而 有 和 勿 -u 鱼 +o 伯 + 和 入. 

取 Lo->0 时 的 极限 ， 等 式 右面 的 头 两 项 就 给 出 公式 《18) 的 厂 
面部 分 ， 而 第 三 项 则 告 消失 ”。 所 以 从 上 面 的 等 式 取 极 限 即 得 公 
式 (13)， : 

在 特殊 的 场合 , 若 ”=c 一 常量 , 则 

1) 这 里 多 处 设 如 *0. 
2) 最 后 一 项 在 如 -准时 起 于 轨 , 因 为 多 趋 于 一 个 有 限 的 数 , 妈 一 开始 就 假设 为 
存世 的 导数 ww， 而 du-*0( 由 于 重 数 4， 技 照 所 设 条 件 具 有 导 获 ,必然 连续 ) . 
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《ca 一 ou 二 ao 一 cu (14) 
因为 党 本 的 导数 等 于 鹤 . 
商 的 导数 设 y 一 半 ， 式 中 4 与 9 在 给 定 的 上 都 是 可 微 库 


数 , 而且 就 这 点 而 论 "+ 0， 亚 然 ， 
3 
Ww CT399， 


YY 2 一 
从 有 本 - 一 可 而 生 攻 让 玫 (dr0). 
和 芭 朋 汪 人 就 可 微 函 数 b 而 论 , 当 dz 一 0 
有 时 一 定 有 dx0， 关 此 ， 
局 证 
“1) 下面 是 把 所 得 到 的 法 则 应 用 起 来 的 一 些 例子 : 
(2z2 一 可 "一 2(oa)/ 一 (6) 一 2.3o 一 0 一 6 
(mping) ~ (ging)’+ (oeing ~ 0o088+2% gin zo 


(起) A oo0su(ginz) 一 sinz (cosz) 


0S2Z"0082Z 一 qing( 一 pay 
由 


(15) 





一 8602 2 





~ 
我 们 让 读者 自己 来 证 明 公式 
(ctg 四 ) "一 一 cosecio. 

反 函 数 的 导数 “让 我 们 来 考虑 在 区 间 [a， 蕊 上 连续 而 且 单调 
递增 (或 减 ) 的 画 数 Y 一 Fa)， 所 谓 单调 递增 (或 减 ), 意思 就 是 ， 对 
应 于 区 间 [a, 幻 上 较 大 的 s 值 的 , 是 较 大 (或 较 小 ) 的 % 值 (图 14) . 

设 c=f(q) 而 Qf (5): 在 图 14 中 显然 可 见 ， 对 应 于 区 司 
[四 (或 吧 ， 可) 上 的 每 一 个 y 值 的 ， 是 区 间 [a, 8] 上 满足 y 一 
y(o) 的 某 一 个 , 而 且 只 有 一 个 = 值 . 这 样 , 我 们 就 在 区 则 [ec, 四 (或 
区 本) 上 给 出 了 一 个 完全 确定 的 通 数 一 pb)， 称 为 函数 y 一 
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图 14 


人) 的 反 函 数 。 在 图 14 中 显然 可 见 函数 9 是 连续 的 ， 但 这 一 
事实 在 近世 分 析 中 是 可 以 在 分 析 的 基础 上 严格 地 加 以 证 明 的 ， 现 
在 设 如 与 如 是 互相 对 应 的 z 与 4 的 增 量 。 显然 若 入 办 0, 我 们 
就 有 


1 
pa 
可 
到 极 限 后 , 这 就 给 了 我 们 正 反 了 两 画 数 的 导数 之 间 的 简单 关系 式 : 
人 -二 (16) 


我 们 要 利用 这 关系 式 来 求 函 数 y=or 的 导数 .对 于 反 函 数 
z= logsy 我 们 已 经 知道 怎样 微分 , 因此 我 们 可 以 写 出 


; I 1 = 
7 Ina, (17) 
y 
特别 是 (一 后 
另外 一 个 例子 : y~arcsin *。 反 函数 是 z 一 ain%g。、 所 以 
(dt 
"(sing)y cosy Mi-an’y M1- 
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导数 家” 让 我 们 把 一 些 最 简单 的 初等 函 致 的 导 殖 列 表 如 下 : 








这 些 公式 都 是 我 们 已 经 加 以 推导 和 并 释 过 的 ， 只 有 最 后 下 个 
是 例外 ， 这 两 个 公式 , 读者 如 果 愿 意 的 话 , 可 以 扣 己 用 反 函 数 的 向 
分 法 则 来 加 以 推导 .。 

复合 函数 的 导数 求法 ”我 们 还 得 看 一 看 最 后 而 且 最 难 的 一 条 
微分 法 则 。 谁 掌 所 了 这 条 法 则 及 导数 表 ,我 们 就 有 充分 的 根据 可 
以 认为 他 能 局 对 任何 初等 丽 数 进行 微分 了 . 

为 了 要 应 用 这 一 条 我 们 即将 在 这 里 提出 的 法 则 ， 应 当 十 分 清 
楚 地 看 到 , 需要 加 以 微分 的 函数 是 怎样 构成 的 , 从 自 变 益 z 出 发 必 
须 经 过 哪些 运算 并 且 按 照 怎 样 的 次 序 才 终 于 逢 到 函数 9。 

例如 , 要 计算 函数 

4 一 sin2za 

必须 先 把 十 平方 ， 然 后 对 所 得 到 的 量 求 开 弦 。 这 可以 写成 下 疝 的 
辞 子 ; y=sin4, 其 中 4 一 号. 

反之 , 要 计算 函数 

y=—sin’g, 

必须 先 对 % 求 正弦 , 然后 把 记得 到 的 值 平方 。 这 可 以 写成 : y= 局， 
其 中 w=sins. 

这 时 还 有 一 些 例子 : 

1) y= (B09+4)5 Y=, 4=22+4 和 4 

2) y= VMI, yd, 1- 

8) 4 一 ea; y=—0, kz, 
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在 比较 复杂 的 场合 , 可 以 得 到 一 连 串 几 个 简单 的 相 倚 关系 . 侧 


如 ， 
全 gf 一 coga 2 ys, U= C08V, V—, 
车 % 是 变量 翌 的 函 获 : 
y~f(W, (18) 
而 “又 是 变 其 = 的 函数 : 
一 9(o)， (19) 
则 既是 的 函数 , 也 就 是 二 的 某 一 函数 , 记 作 
4- 了 Co) 一 [9p(o]. (20) 


把 这 一 过 程 复杂 化 , 还 可 以 形成 , 比如 说 , 相当 于 等 式 ; 
y=f Gu 一 Po) v—y(z) 

的 函数 y—$(9) —/f {pty (0)]}, 
或 者 还 可 以 得 到 更 复杂 的 、 归 结 为 一 连 串 同样 等 式 的 秒 数 . 

现在 我 们 村 说明 怎 样 可 把 等 式 (20) 所 定义 的 函数 了 了 (%) 的 导 
数 计算 出 来 , 假设 已 经 知道 fa) 对 米 的 导数 及 8(w) 对 对 的 导数 、 

让 我 们 给 “以 增 量 4o, 于 是 由 于 等 式 (19),w 将 获得 基 一 增 基 
如 而 由 于 等 式 (18),y 将 获得 增 量 和 y。 我们 可 以 写 出 


元 = 和 和 
姻 届 4 如 
现在 设 如 趋 于 替 ， 这 有 时，- 邓 到 。 其 次 ， 由 于 世 的 连续 性 ， 


增 基 hu->0, 因而 - 侣 -> (导数 饮 与 好 都 假定 是 存在 的 ). 
于 是 证 明了 关于 复合 画 数 求 导数 的 重要 公式 


ye, {21) 
让 我 们 利用 公式 (21) 及 基本 导数 表 ( 见 第 122 页 ) 来 计算 前 面 
作为 例子 举 出 来 的 各 函数 的 导数 : 
1) y 一 (8z 十 多 ?一 加 y= (F301+4):— 3 
一 9(3o 十 4)2. 


防 在 准 导 这 公式 时 ， 我 们 已 经 路 中 假定 ， 当 必 趋 等 时 Zu 始终 不 等 于 替 。 事实 
上 ,即使 在 这 假定 不 成 兰 的 场合 ,所 说 公式 还 是 正 沉 的 。 
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2) y— VI , ~ eh) a 


3) y= =0, = meh her, 
若 y=f(, w=9《V), 9 一 出 (), 则 
咏 一 入" 迪 一 处 ( 风 "0) 一 执 " 帮 让 

怎样 把 这 公式 推广 到 有 任意 (有 限 ) 个 接连 成 串 的 函数 的 场合 ， 是 
显而易见 的 . 

4) yo08 0 yr (ui lcost) Ce) Bu —sinYy)2s 

= —62009 2 gin zs?. 

为 了 要 说 明 怎样 计算 复合 函数 的 导数 ， 我 们 引用 了 中 间 变量 
刀 0,…， 事 实 上 , 在 经 过 一 些 训练 后 ,就 可 以 视 脱 这 神 记号 而 只 
把 它们 记 在 心里 . 

初等 函数 ”在 结束 这 一 节 时 , 我 们 要 指出 , 把 前 面 导数 才 中 所 
列 出 的 那些 函数 作为 基础 , 我 们 便 可 以 给 所 谓 初等 函数 下 定义 了 
正 是 从 这 些 最 简单 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 算术 运算 与 函数 复合 运 
算 而 得 到 的 一 切 函数 称 为 初等 函数 . 

例如 ， 才 项 式 只 一 2s* 十 3 一 5 是 初等 函数 ， 因 为 它 是 从 形 如 
全 的 一 些 函 数 借 助 于 算术 运算 而 得 到 的 函数 也 VI 一 态 也 是 初 
等 的 , 因为 它 是 从 多 项 式 v= 工 一 过 借助 于 w 一 全 的 运算 及 la 的 
运算 而 得 到 的 . 

知道 了 最 简单 初等 函数 的 导数 而 想 寻 求 任何 初等 画 数 的 导 
数 , 只 相应 用 上 述 微 分 法 则 就 足够 了 . 


8$7。 报 大 与 极 小 。 函 数 图 形 的 研究 


导数 的 最 简单 和 重要 的 应 用 之 一 就 是 被 大 与 极 小 理论 ， 假 设 
有 函数 g=./(z) 已 在 某 一 区 间 a<z<5 上 给 定 。 我 们 还 假定 这 省 
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数 不 仪 连续 而 且 在 所 有 的 点 上 可 微 ， 我们 既然 能 够 把 导数 算出， 
也 就 有 可 能 把 函数 图 形 的 走势 看 出 来 在 导数 始终 正 值 的 分 段 上 ,， 
图 形 的 切线 是 向 上 走 的 >， 在 这 样 的 分 仆 上 函数 单调 递增 , 也 就 是 
说 , 对 应 于 较 大 的 < 值 的 是 较 大 的 了 (2) 值 ， 反 之 , 在 导数 始终 负 
值 的 分 段 上 , 函数 单 润 递减 而 图 形 向 下 走 . 





图 15 


极 大 与 极 小 ”在 图 15 中 绘 出 了 定义 于 区 间 [4，8] 上 的 函数 
y~ 了 (<)， 特 别 引人入胜 的 是 图 中 具有 横 坐 标 eo, zo ma 的 点 . 

我 们 说 函数 f(z) 在 wo 点 上 有 一 个 局 部 的 极 大 , 这 样 说 就 是 要 
才 示 函 赦 Fo) 在 zo 点 上 的 值 大 于 邻 点 上 的 值 , 或 者 更 准确 些 说 ， 
对 于 m 点 周围 某 一 区 间 上 的 一 切 2, (0o) > 下 (2)。 

局 部 的 极 小 是 类 似 地 来 定义 的 . 

就 我 们 上 面 所 绘 的 函数 米 说 ， 它 在 点 zo 与 za 达到 局 部 的 极 
大 ,在 点 ms 达到 局 部 的 极 小 . 

在 每 一 个 极 大 或 极 小 点 上 ， 有 只 要 它 是 区 间 [<， 妈 的 内 点 ， 就 
是 涪 不 跟 端 点 4 与 8 相 重合 的 点 , 导数 必然 等 于 零 . 


最 后 这 个 极 重要 的 论断 是 从 导数 作为 比 式 土 的 极限 这 一 定 


1 这 是 指 在 z 增 大 的 方向 看 切线 地 位 的 变动 ， 而 切 强 的 走势 也 就 是 图 形 的 志 
势 . 一 一 译 者 注 
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义 本 身 推出 来 的 。 事实 上 ， 有 从 业 大 点 入 和 移动 地 位 ， 我 们 就 有 
泊 <0, 所 以 对 于 正 的 各 比 式 地 是 负 的 ， 而 对 于 负 的 如 比 式 
-他 是 正 的 ， 这 上 比 式 的 极限 据 仍 设 是 存在 的 ， 就 不 可 能 是 正 的 或 


负 的 而 具 能 是 零 ， 在 直观 上 , 这 相应 于 下 面 的 事实 : 在 极 大 或 极 小 
点 上 (通常 省 去 “局 部 ”字样 ， 但 仍然 包 侣 有 这 样 的 癌 义 ) 图 形 的 切 
线 是 水 平 的 。 在 图 15 中 又 可 以 看 到 , 在 点 mm 与 24 上 切线 也 是 水 
平 的 , 正 像 在 点 co, zz zo。 上 一 样 , 可 是 在 这 两 点 上 没有 极 大 ,也 没 
有 投 小 ， 使 一 个 函数 的 导数 等 于 零 的 那些 点 (也 留 点 ) 的 数目， 一 
般 地 说 , 可 以 多 于 极 大 与 极 小 点 的 数目 . 

函数 最 大 与 最 小 值 的 求法 “在 非常 不 相同 的 各 种 技术 加 题 中 
却 邦 需要 知道 存 怎 样 的 z 上 这 个 或 那个 笨 数 六 z) 达到 了 关于 已 
给 区 阅 的 最 大 或 最 小 值 . 

在 需要 求 出 函数 最 大 值 的 场合 ， 问 题 就 在 于 从 区 间 [wa， 妇 上 
寻 到 一 点 mo， 使 得 不 等 式 .jos) 二 /Go) 对 [o, 四 中 的 一 切 z 都 成 
立 ， 

但 是 这 里 发 生 了 一 个 原则 作 的 问题 ， 是 不 是 一 般 地 至 少 有 一 
个 这 样 的 点 存在 呢 ? 使 用 近世 分 析 我 们 可 以 证 明 下 面 的 存在 定理 ; 
若 函 数 .Jo) 在 有 尽 的 闵 区 间 上 连续 , 则 在 这 区 间 上 至 少 存在 着 一 
点 , 使 这 画 数 达到 关于 区 间 [a, 外 的 最 大 (或 最 小 ) 值 . 

从 工 面 所 说 的 话 我 们 可 以 推断 ， 最 大 与 最 小 点 首先 须 在 “ 逗 
留 "点 中 去 寻求 ， 以 此 为 基础 就 有 了 下 面 这 个 大 家 所 知道 的 最 大 
与 最 小 值 求法 . 

我 们 先 求 出 fa) 的 导数 ,使 其 等 于 零 ， 然 后 来 求解 所 得 到 的 
方程 

万 人 一 0. 

著 必 ， 吕 …， mm 是 这 方程 的 根 ， 则 可 把 Fo)，j 帮 ca)，…， 
J (om) 各 数 互相 比较 一 下 。 当 然 , 我 们 还 必须 考虑 到 最 大 与 最 小 值 
可 能 不 在 区 间 [ea， 妃 之 内 而 在 它 的 端点 上 《如 图 15 中 的 最 小 值 ) 
或 者 在 函数 没有 导数 的 点 上 (如 图 12) 出 现 ， 所 以 ， 在 点 ms 
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wa，…， mm 之 外 ， 还 要 加 上 区 间 的 端点 = 与 3 以 及 导数 不 存在 前 
点 ,如 果 有 的 话 、 余下 米 的 事 就 是 把 所 有 这 些 点 上 的 证 数值 比较 
一 下 , 在 里 边 挑 出 最 大 的 或 最 小 的 . 

关于 上 述 存在 定理 还 得 加 上 重要 的 补充 ， 这 就 是 , 一 般 地 说 ， 
当 画 数 只 是 对 于 满足 不 等 式 4<z<8 的 点 祭 ， 即 只 是 在 开 区 间 
(4, 切 内 连续 时 , 这 定理 就 不 再 确实 . 我 们 让 读者 自己 去 考察 和 数 
十 在 开 区 间 (0, 了 内 既 没有 最 大 值 , 也 没有 最 小 值 。 

现在 让 我 们 来 看 一 些 例子 . 

从 一 决 边 长 为 «的 正方 形 铁皮 要 做 一 个 容积 最 大 的 无 妆 小 广 
盒 ， 若 我 们 从 铁皮 的 每 一 个 角 上 荐 去 边 长 为 2 的 小 方 抉 ( 见 $2 
例 2)， 则 得 到 伪 的 容积 

V=e(a—20)", 

我 们 的 站 不 归 结 于 寻求 那个 在 区 闻 0<o< 针 上 使 硬 数 (2) 
达到 大 值 的 =。 按照 也 说 的 法 则 ， 我 们 先 求 出 导数 并 且 让 它 等 
于 办 

V'(2) 一 (< 一 2z)2 一 4r(c 一 27) 一 0 
胡 这 个 方程 我 们 得 到 两 个 根 ， 


ba a 
tim a= 


2 6° 
此 外 ， 还 得 加 上 函数 尺 (z) 的 定义 区 间 的 左 淇 点 ( 右 油 点 跟 m4 重 
合 ). 让 我 们 比较 在 这 些 点 上 的 画 获 值 : 


rO-o 7 的 - 走 o 7()-a 
于 是 , 知 进 在 商 为 。 一 各 时 , 爹 将 有 最 大 容积 ,等 于 六 中 


作为 第 二 个 例子 , 让 我 们 来 看 关于 灯 的 问题 ( 见 $ 2, 例 3). 要 
把 渔 冰 道 照 得 最 亮 ,这 个 灯 的 高 度 大 应 斌 是 多 少 ? 
Asing 


由 于 2 公式 (3)， 我 们 的 同 题 归结 于 确定 使 TP 一 -第 呈 3 取 
于 最 大 值 的 但 求 为 不 如 求 角 a( 见 第 90 页 图 8) 来 得 方便 ， 我 
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们 有 
h=7 tga, 


A sina 4 
因而 J 


我 们 要 在 满足 不 等 式 0<x< 瑟 的 = 值 中 求 出 函数 了 (o) 的 最 
大 值 ， 我 们 求 出 这 函数 的 导数 并 且 使 其 等 于 替 ; 
T'(a) 一 各 (eosra 一 2sin?aoosa) =0, 
这 方程 可 分 解 成 为 两 个 方程 
oo8a 一 0，cossau 一 2ainsaw 一 0. 
第 一 个 方程 有 根 “一 等， 就 是 区 间 (0, 于) 的 右 端点 ,第 二 个 方程 
可 化 为 


gin a cas? a, 


地 ?ac 一 亏 . 
但 由 于 0<a< 务 得 a 之 85°15'， 也 正 是 这 个 a 信使 (a) 达 到 最 


大 值 (在 区 间 的 两 端点 上 画 数值 较 小 , 因为 在 那里 了 =0)， 所 求 的 
高 六 将 等 于 


hr -0.7r, 


所 以 要 使 溜冰 道 得 到 最 好 的 照明 , 灯 应 当 安 在 近乎 0.77 的 高 度 . 
现在 我 们 假定 现 有 的 设备 还 不 能 够 把 灯 安 装 到 比 某 一 个 及 


更 大 的 高 度 ， 这 时 角 = 的 变化 范围 不 可 能 是 从 0 到 各 ,而 是 比较 
猴 隘 的 0<a<are 馈 瑟 ， 比 如 说 , 设 r=12 公 尺 ， 媚 -9 公 尺 ， 在 
这 个 场合 ,事实 上 可 以 把 灯 装 时 在 所 需要 的 高 度 姑 ~ < 及， 约 8 公 
尺 多 一 些 ， 但 若 下 小 于 8 公 尺 (比如 说 ， 我 们 现 有 的 装 灯 用 的 柱 
子 只 有 6 公 尺 长)， 册 丽 数字 (在 区 间 [ 0，arote 也] 中 没有 等 于 


鹤 的 导数 .在 这 个 场合 , 函数 的 最 大 值 在 区 间 的 右 端 点 上 达到 , 而 
灯 就 必须 安装 在 现 有 的 最 大 高 度 瑟 一 6 公 尺 . 
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到 现在 为 止 , 我 们 只 考虑 了 有 尽 区 冯 上 的 函数 。 车 区 间 类 无 
限 的, 则 甚至 于 连续 函数 也 可 以 在 区 问 中 达 不 到 最 大 或 最 小 值 , 侧 
在 # 趋 于 无 穷 大 时 , 比如 说 , 始终 增 大 或 践 小 - 

例如 ， 画 数 y 一 he+5 ( 见 第 93 页 图 中 , y~aroigz (图 10 
臣 , Y=]n wm( 图 16b) 都 达 不 到 最 大 或 最 小 值 。 函 数 y~e”( 国 


16c) 在 点 w 一 1 达到 最 大 值 , 但 没有 最 小 位 ， 至 于 函数 y 了 二 天 


(图 16d) 它 在 点 w= 一 1 达到 最 小 值 , 在 点 “一 工 达到 最 大 值 . 

在 区 间 无 限 的 场合 ， 最 大 与 最 小 位 的 讨论 仍 可 按照 寻常 的 法 
则 进行 , 只 是 我 们 必须 考虑 极限 

A= lim jz) B~ lin f (2), 

以 禁 代 flo) 与 了 (0)。 

高 阶 导 数 ” 为 了 要 比较 周详 地 讨论 函数 ye) 的 图 形 ,我们 必 
种 研究 导数 (2) 的 变化 进程 。 洗 达 式 了 7(z) 本身 又 是 z 的 某 一 个 
函数 ， 对 它 我 们 也 可 以 求 导数 ， 

导数 的 导数 称 为 二 阶 导 数 , 记 作 

fy]'=y” 或 [GD)] 一 广 (@)。 
疯 似 地 可 以 计算 三 阶 导数 , 
By] -YY” 或 [GO] 一 (Ge) 
等 等 ,以 及 一 般 地 , n 阶 导数 
yO~f O00). 

自然 ， 我 们 必须 注意 到 这 个 求 导 数 的 链 锁 可 以 在 某 一 个 万 阶 导数 
对 于 某 些 a( 或 甚至 对 所 有 四 中 断 ; 就 是 可 以 有 导数 "(wm) 存在 ， 
而 不 再 有 导数 J?(e@) 存 在 。 任意 阶 导数 我 们 将 在 下 面 39 考察 
泰勒 公式 时 用 到 .现在 我 们 所 要 讲 的 是 二 春 导数 . 

二 阶 导数 的 意义 。 曲 钱 的 凹凸 ”二 阶 导数 有 简单 的 力学 意 
义 . 设 s= 了 (是 点 作 直 线 运动 的 规律 , 于 是 Y 就 是 速度 , 而 9 是 
“速度 变化 的 速度 ”， 或 者 更 简单 地 说 ， 点 在 咀 时 t 的 加 速度 。 强 

二 护照 这 个 癌 法 ,最 入 的 导致 天 人 @ 就 称 为 一 耽 导 阔 ， 阿 了 的 也 在 入 称 为 稚 妆 名 
数 . 一 许 者 注 
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如 ,在 落体 的 场合 ， 
s— +ot+ so 
S'—gt+vo, 
=y, 

即 落体 的 加 速度 是 常 景 . 

二 阶 导数 有 简单 的 几何 意义 ， 正 像 从 一 阶 导 数 的 正 负 号 可 以 
确定 函数 的 增 减 ， 我 们 可 以 从 二 级 导数 的 正 负 号 判定 函数 图 展 中 
的 曲线 是 向 哪 一 面 弯曲 的 . 

车 在 某 一 分 段 上 二 阶 导 数 始 终 是 正 的 , 则 一 阶 导 数 单调 递增 ， 
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也 就 是 了 "(2) 一 志 < 单调 递增 , 因此 图 形 切线 的 领 斜 角 “ 森 身 也 在 
增 大 (图 17)。 这 时 沿 荐 曲线 移动 直到 下 一 分 段 的 接 寞 处 为 止 ， 出 
线 是 始终 朝向 同一 面 的 , 我们 就 说 出 线 是 “向 下 凸 ” 的 。 

反之 , 在 二 阶 导数 始终 负 什 的 分 段 上 (图 18) 函数 图 形 的 曲线 
是 弯曲 得 “向 上 凸 " 的 ?, 

极 大 与 极 小 的 准则 。 函数 图 形 的 研究 ”车 砷 线 在 整个 所 给 定 
的 二 变化 区 间 中 是 向 上 凸 的 , 而 在 这 区 问 的 某 一 点 zm 上 有 等 于 零 
的 导数 , 则 在 这 一 点 上 曲线 必然 达到 极 大 ; 在 向 下 凸 的 场合 则 达到 
极 小 ， 由 于 这 一 个 简单 的 推论 ， 往 往 在 找到 了 导数 等 于 零 的 点 后 
就 可 以 弄 清 楚 在 这 一 点 上 是 不 是 有 局 部 的 极 大 或 极 小 ”。 

例 1 让 我 们 来 讨论 函数 


J 四 -号 -办 +6r-2 


的 图 形 是 怎么 样 的 , 
未 出 它 的 一 阶 导 数 并 且 让 它 等 于 入 ， 
(一 9 一 5o+6-0. 
所 得 到 的 方程 的 根 是 1 一 2, 四 一 3， 相 应 的 耳 数 值 是 
f(2) -22, /(3) -2 十. 


把 所 得 到 的 两 点 绘 在 图 上 。 还 可 以 加 上 具有 坐标 2~0 与 
%=j(O) = 一 2 的 点 ,这 是 疼 形 与 y 轴 的 交点 . 二 阶 导 激 是 (7) 一 


225， 它 在 5 一 各 时 变 为 堆 , 而 且 
当 wa> 呈 时， 产 四 >0， 
当 oa< 号 时 ， 7 人)<0， 


著作 为 “向 上 凸 "的 严格 定义 的 ， 是 曲线 的 这 一 性 质 : 连 边 临 线 的 任何 两 点 作 东 ， 
曲线 总 在 就 的 上 面 (更 准确 些 说 : 不 在 弦 的 下 面 ); 类 似 地 ,在 “向 下 凸 ” 的 时 候 , 或 者 简 
扰 多 说 ,在 “四 ” 的 时 候 , 曲 钱 就 不 在 自己 的 张 的 上 而 经过, 

2) 在 二 阶 导数 本 身 也 变 号 的 较 复杂 场合 ， 明 确 过 丁点 性 质 的 侣 网 是 借助 于 泰勒 
公式 (9) 来 解 尖 的 
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点 5 一 号 ,y 一 /号 )--255 是 图 形 的 区 点 。 在 这 一 点 的 左面 直上 
向 上 丁 , 有 面向 下 如. 
现在 显然 可 知 ， 点 
2 是 漂 数 的 被 大 点 
而 成 “一 3 是 极 小 点 . 
根据 所 得 到 的 数 
所 ,我 们 就 庆 定 本 数 y 一 
了 (的 图 形 有 着 图 19 
中 所 给 的 那 种 样子 。 曲 
线 从 点 0， 一 3 起 随 着 
的 增 大 而 增长 ,并且 


是 向 上 目的 ， 在 点 (2 
2 呈 ) 达 到 它 的 极 大 ， 然 
后 转 而 向 下 ， 在 大 人 ) 


一 0 的 点 (2 下，25) 
本 一 变 而 为 四 ,其 次 , 风 
线 在 点 (3 3 去 ) 达 到 它 区 1 


的 极 小 ,然后 随 著 2 的 继续 增 大 而 向 无 穷 大 增长 ， 节 后 这 个 论 叫 
是 由 下 面 的 事实 推出 来 的 : 函数 中 的 第 一 项 , 含有 zx 的 最 高 (三 ) 次 
宕 ,要 比 第 二 和 第 三 项 更 迅速 地 趋 于 无 穷 大 ， 根 据 同 样 的 理由 , 当 
允 取 负 值 而 绝对 值 增 大 时 , 函数 趋向 一 oo。 

例 2 让 我 们 证 明 对 于 任何 有 不 等 式 ee>I+z 成 立 ， 为 
此 ,我 们 要 考察 画 数 7(o) 一 “一 * 一 1， 它 的 一 阶 导数 等 于 广 (2) 一 
1， 并且 只 在 se 一 0 时 变 为 零 ， 对 于 一 切 ,二 阶 导数 "(7) 一 
;>0。 所 以 函数 的 图 形 是 向 下 凸 的 。 数 /(0) 一 0 是 函数 的 焉 小 
值 ,因而 对 于 一 切 ze 一 w 一 1>>0. 

函数 的 讨论 可 以 追求 最 不 相同 的 各 种 目的 。 例如, 借助 于 这 
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种 讨论 往往 就 可 以 查 明 这 个 或 那个 方程 的 实 根 个 数 。 这 样 , 为 了 
要 证 明 方程 


ere=2 


有 唯一 的 实 根 ， 可 以 
把 函数 y= 及 9 一 
名 的 图 形 (已 在 图 20 
中 绘 出 ) 讨 论 一 下 。 容 
易 看 出 ， 这 两 个 函数 
的 图 形 只 相交 于 一 


点 ， 因 此 方程 ee 了 


只 有 一 个 根 

分 析 的 方法 被 广 
泛 地 应 用 于 方程 的 根 
的 近似 计算 问题 ， 关 
于 这 一 问题 见 第 四 章 
图 20 §5. 








88， 函数 的 增 量 与 微分 


盘 数 的 微分 “让 我 们 考虑 可 微 函 数 %-7(z)， 相应 于 自 变量 


增 量 do 的 函数 增 最 
d=—f (e+e) —f (2) 


具有 这 样 的 性 质 : 比 式 型 在 o>0 时 趋 于 有 尽 的 极 腿 ,这 极限 就 
等 于 击 数 /Co) 的 导数 ， 即 
型 >1@). 
这 个 关系 式 可 以 写成 等 式 的 样子， 
鱼 -7r@+a, 
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其 中 < 是 一 个 随 4z 而 定 的 量 ， 而 且 在 4z 一 0 时 它 也 趋 于 零 ， 招 
此 , 函数 增 刘 有 如 下 形式 : 

by=f "(2) ds+ad, 
其 中 w->0， 如 果 do->0 的 话 . 

这 每 式 的 右面 第 一 项 是 极 简单 地 随 着 de 而 定 的 ， 即 它 是 中 
如 成 丝 例 的 。 它 就 称 为 函数 在 已 给 定 的 二 值 上 与 自 变 生 的 已 知 
增 重 如 相对 应 的 微分 , 记 作 

四 一 三 (e)4m. 

前 面 那个 等 式 的 第 二 项 具有 这 祥 的 特征 ， 由 于 里 边 有 着 因子 
它 在 Lp->x0 时 比 4 更 迅速 地 趋 于 零 . 我 们 就 说 ， 第 二 项 是 关 
于 如 的 高 阶 无 穷 小 ， 而 在 六 (z)*0 的 场合 也 是 关于 第 一 项 的 高 
阶 无 穷 小 .这样 说 , 就 是 要 表明 在 4 充分 小 时 第 二 项 不 仅 本 身 很 
小 , 而 且 它 跟 4z 之 出 也 
变 为 任意 地 小 . 

把 妇 这 样 分 解 为 
两 项 , 使 其 第 一 项 (主要 
部 分 ) 线性 地 贿 do 而 
变 , 其 第 二 项 在 如 微小 
时 无足轻重 地 小 ， 也 可 
以 在 图 21 中 看 出 来 , 线 
县 BO~ 尖 , 同时 BO= 
BD-+-DO, 其 中 BD~ 
刀 B' 吉 ~f'(m)ho=dy 而 DO 是 关于 向 的 高 阶 无 穷 小 。 

在 实践 中 往往 利用 微分 作为 函数 增 量 的 近似 式 . 例如 , 设 有 
一 个 有 盖 的 立方 小 盒 ， 售 内 的 长 、 宽 、 高 各 为 10 公分 而 盒 壁 厚 
0.0%5 公 分 ,欲求 盒 壁 的 体积 . 若 我 们 在 这 里 并 不 需要 特别 准确 的 结 
果 , 则 可 这 样 推论 。 所 有 盒 玖 的 体积 乃 是 函数 % 一 因 在“ 一]0 并 
相应 于 如 一 0.1 时 的 增 量 必 ， 近 似 地 我 们 求 得 

lb 桓 一 (oo 一 3cad 如 一 8.10?.0.1 一 30( 立 方 公分 )- 

为 了 记 法 的 对 称 起 见 , 自 变 重 的 增 量 db 通常 记 作 dz, 并且 也 
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称 为 自 变 最 的 微分 。 用 了 了 这样 的 记 法， 函数 的 微分 将 有 如 下 的 写 
法 ， 
四 一 (zc)dz。 

据 此 , 导数 就 是 函数 聘 分 与 自 变 量 微分 之 比 , "(2) 一 型， 

话 数 的 微分 在 历史 上 力 起 源 于 “不 可 分 量 ” 室 念 ， 这 一 个 由 现 
代 现 点 看 米 过 远 不 够 清晰 的 概念 在 那 时 (在 十 七 世纪 ) 正 是 数学 分 
术 的 基础 ， 关 于 这 一 概念 的 说 法 在 几 世 纪 中 已 经 发 生 了 实质 上 的 
变化 ， 不 可 分 量 ,以 及 后 来 酒 数 的 籁 分 ,者 曾 经 被 当 作 真 实 的 无 闪 
小 量 一 一 不 知道 外 样 的 好 像 是 极 微小 的 常量 而 同时 并 不 是 孕 ， 在 
上 面 我 们 已 经 从 出 了 在 近世 分 析 中 扩 理 解 的 微分 的 定义 ， 根 据 这 
个 定义 ， 对 二 自 变 量 的 每 一 个 增 量 如 说 来 , 微分 是 有 尽 的 晤 并 且 
是 女 如 成 比 全 的 ， 微 分 的 另外 一 个 主要 性 质 一 -使 它 女 和 区 别 
开 来 的 竺 征 一 -只 有 在 变化 过 程 中 才能 够 认识 到 ,这 就 是 , 若 我 们 
考虑 增 最 如 趋 于 鹤 ( 无 穷 小 ), 则 多 与 如 之 间 的 差 将 同时 变 为 任 
意 地 小, 即使 是 对 如 而 言 . 

无 穷 小 分 析 对 于 自然 现象 研究 的 大 多 数 应 用 就 建立 在 小 增 最 
可 直 征 分 来 替代 这 一 事实 上 ， 这 一 点 恋 者 可 愉 微 分 方程 的 实例 和 
得 特别 清楚 ， 水 书 的 第 二 卷 第 
五 章 和 第 六 章 就 是 专 讲 微分 方 
程 的 . 

为 了 要 知道 表达 某 一 过 程 
的 函数 ， 我 们 先 力图 茨 得 一 个 
把 这 函数 跟 它 的 某 阶 导数 确切 
地 联系 起 来 的 方程 ， 把 这 种 方 
程 ， 就 是 所 谓 微 分 方程 ， 建 立 
起 来 的 方法 往往 归结 于 把 记 求 
函数 的 增 量 由 相应 的 微分 来 蔡 
代 . 
区 作为 一 个 例子， 让 我 们 米 








和 解 下 条 的 问题 。 在 已 给 定 了 一 个 直角 坐标 系 Ozyz 的 空间 , 我 们 考 
处 一 个 曲面 , 由 (在 Oys 平面 中 ) 方 程 为 z~y? 的 抛物 线 旋转 而 成 . 
这 上 曲 达 称 为 施 转 抛物 面 ( 图 22)， 设 有 一 物体 由 这 抛物 面 以 及 中 
Oazy 平面 平行 而 且 相距 * 的 平面 所 围 成 , 并 以 2? 记 这 物体 的 体积 ， 
显然 , "是 z(z> 0) 的 一 个 函数 . 

为 了 要 知道 函数 等 于 什么 ， 让 我 们 来 试 求 它 的 微分 gw， 函 
数 v 在 z 点 的 增 量 4o 等 于 由 抛物 面 及 两 个 跟 Ozy 平面 平行 而 且 
分 别 相距 4 与 :十 乱 的 平面 所 围 成 的 体积 . 

容易 看 出 , 量 各 大 于 半径 为 Vz 而 高 为 禾 的 圆柱 体 体积 ， 
但 小 于 半径 为 Vz 十 生 而 高 为 少 的 圆柱 体 体积 ， 这 样 ， 

mi < < let he) dz, 
从 而 有 Mo—m(s+04) dndzt nb (dz)’, 
其 中 0 是 随 如 而 定 并 且 满 足 不 等 式 0<68<1 的 某 一 个 数 . 

这 样 , 我 们 已 成 功 地 将 增 量 4 才 达 为 和 的 形式 ， 其 第 一 项 与 
生成 比例 而 第 二 项 为 关于 心 ( 当 如 >0 时) 的 高 阶 无 穷 小 ， 出 此 
可 知 第 一 项 就 是 函数 4 的 微分 

Go 一 mzd4z， 
或 Go 一 azdz 
因为 对 于 自 变量 * 有 等 式 恬 一 dz 成 立 . 

所 得 到 的 等 式 把 (变量 与 z 的 ) 微分 @m 与 轻 互 相 联 系 直 
来 , 所 以 称 为 微分 方程 

车 我 们 注意 到 

dv 


/ 
一 名 


dz 
其 路 是 tv 对 变量 z 的 导数， 则 我 们 的 微分 方程 还 可 以 写成 下 硬 
的 形式 ; | 
Vn, 
要 解 出 这 个 极 简 单 的 微分 方程 就 是 要 寻 出 其 导数 是 等 于 zt: 
的 :的 鲨 数 ， 在 后 面 510 与 §11 中 将 以 普遍 形式 讲 到 同样 的 
问题 ， 但 现在 我 们 让 读者 自己 去 验证 上 述 问题 的 解 是 函数 
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4 一 -加 +0, 其 中 0 可 以 取 作 任何 常数 >， 在 这 一 切合， 函数 记 
表达 的 是 我 们 所 考虑 的 物体 的 体积 ， 显 然 在 :0 时 等 于 零 (看 图 
22)， 因 此 O- 0， 所 以 我 们 的 画 数 就 由 等 式 v=--S- 确定 . 


中 值 定 理 及 其 应 用 的 举例 微分 是 通过 自 变 量 的 增 量 与 起 点 
上 的 导数 来 表达 函数 增 量 的 近似 值 的 ， 若 问题 在 于 从 “=a 到 
w=b 一 段 上 的 增 量 , 则 有 

7G) 一 fooOGC 一 9 

我 们 也 可 以 得 到 这 种 样子 的 准确 的 等 式 ， 只 要 把 右面 起 点 上 

的 导数 (a) 用 区 间 (a, 怒 中 适当 地 选 定 的 某 一 点 上 的 导数 来 营 


GD) 一 AC9) -六 后 ) (6—a) (22 
成 立 . 
这 条 "中 值 定理 ”又 称 为 拉 格 朗 日 公式 或 用 限 增 量 公式 , 具有 
极 简单 的 几何 意义 ， 设 在 函数 jz) 的 图 形 中 把 对 应 于 w~a 与 
wb 的 两 点 4 与 召 用 弦 48 过 接 起 来 (图 23)， 让 我 们 把 直线 
AB 眼 本 身 平 行 地 向 上 或 向 下 移动 。 于 是 当 我 们 的 直线 跟 图 形 最 





图 33 


了 这 就 洽 巩 了 一 豆 的 解 (内 第 149 页 广角)。 
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后 一 次 相交 的 时 候 ， 这 直线 将 本 图 形 机 切 于 某 一 点 O。 在 这 一 点 
( 设 其 模具 标 2 一 56) 上 ,切线 里 纺 4B 有 同样 的 倾斜 角 wx。 但 对 小 
说 来， 
£8) fo) 
ge. 


男 一 方面 ,在 0 点 上 
te-f (8), 
四 -7 四 
等 式 A 


正好 表达 了 中 值 定理 ”. 

公式 (22) 有 一 个 独特 的 地 方 ， 就 是 在 它 里 边 出 现 了 一 个 对 我 
们 说 来 是 未 知 的 点 上 ， 我 们 所 知道 的 每 次 只 是 它 在 “区 间 (@, 5) 的 
某 处 "， 尽管 具有 这 样 的 不 确定 性 ， 这 公式 还 是 有 重大 的 理论 癖 
义 , 是 分 析 中 许多 定理 赖 以 证 明 的 工具 . 它 的 直接 的 实践 意义 也 
是 巨 六 的 ， 因 为 它 使 得 有 可 能 在 导数 的 变动 范围 为 已 知 时 把 函数 
的 增 重 个 计 出 来 ， 例 如 ， 

lsinb—ging|= |cosé| (5—a) <b—a. 
在 这 里 a,b 及 二 都 是 以 弧度 胡 出 的 角 ; 是 4 与 5 之 间 的 其 一 个 
售 ; 它 是 未 知 的 , 但 我 们 知道 |coaE|<1. 

由 公式 (22) 显然 可 知 , 导数 始终 等 于 零 的 函数 必 为 常量 , 它 在 
任何 分 段 上 不 可 能 得 到 界 于 淮 的 增 量 ， 通 过 类 似 的 途径 读者 现 并 
容易 证 明 , 导数 始终 为 正 的 西数 必然 单 润 增 , 而 在 导数 为 负 时 单调 
减 . a sn 种 推广 ; 


Wd 人 人 C29) 
We ME 
1) 当然 ,上 述 推 论 只 是 说明 了 定理 的 几何 意义 ,但 并 不 是 定理 的 严格 证 明 ， 
2) 直 按 地 应 用 中 亿 定 理 于 函数 


入 人 一 9 全 
7 四 ~? 人 四 一 VO) 
另 可 得 到 公式 (33)。 
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其 中 是 区 他 (a, 本 的 某 二 点 
击 这 一 论断 可 以 得 到 一 种 普遍 的 方法 来 计算 如 下 形式 的 极 


限 ; 外 
pe) 
lim es) (24) 


共 中 (0) = 由 (0) =0。 利 用 公式 (23), 让 我 们 指出 


pr) _ P(t) —9(0) _ 9 (E) 
Yo) pr) pO) EY 
其 中 位 于 0 与 4 之 间 ， 因此 眼 2 一 起 趋 于 0， 这 使 我 们 可 以 用 
1 多 全 来 兰 代 极限 (24)， 在 许多 场 介 襄 大 大 地 便利 了 极限 的 
寻求 
例 试 求 lim < S92 三 次 应 用 所 说 的 法 则 , 我 们 依次 得 


到 











Hm ote Nim.1-0%2 -lim he lm Re 
a 5 5 a 6 
89. 泰勒 公式 

函数 


P(E) 一 ao 十 aa2 十 Gaze ++ am 
(其 中 系数 a 都 是 常数 ) 称 为 nn 次 多 项 式 .特别 是 函数 y~az+b 
与 y=aw9 十 bw++c 分 别 为 一 次 与 二 次 多 项 式 . 多 项 式 可 以 看 作 是 
最 简单 的 函数 . 按 已 给 定 的 z 值 计算 多 项 式 , 用 加 、 减 、 宋 三 种 运 
算 就 已 足够 , 连 除法 也 是 不 需要 的 . 多 项 式 对 于 任何 2 是 连续 的 
并 有 任意 阶 的 导数 ， 顺 便 指 出 , 多 项 式 的 导数 还 是 多 项 式 ,但 次 数 
减少 一 ,而 n 次 多 项 式 的 n+1 阶 及 更 商 阶 的 导数 就 都 等 于 零 了 


了 ) 关于 [a, 要 与 (a, 5) 这 两 个 记号 参阅 第 91 页 注解 一 主考 注 

2) 在 寻求 分 子 与 分 母 都 扑 于 无 穷 大 的 比 式 的 极限 时 ， 这 一 法 则 还 是 正确 的 。 这 
方法 对 于 寻求 这 样 的 极限 (又 称 为 解 不 定型 ) 梳 有 效 骨 , 以 后 ， 比 如 说 , 在 第 二 郑 第 十 二 
章 $ 3 中 也 将 加 以 应 用 。 
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车 在 多 项 式 之 外 再 如 上 如 下 形式 的 西数 : 


ot Cpt+ + AT 
YT 7o 十 ic 十 十 on 


其 计算 已 经 需要 除法 ,还 加 上 函数 VT 与 Vv, 以 及 最 后 加 上 这 
种 种 函数 的 算术 组 合 一 一 这 些 就 是 我 们 借助 于 中 学 教程 里 所 学 到 
的 方法 就 能 够 计算 的 一 切 函 数 . 
我 们 在 中 学 时 也 已 经 得 到 了 关于 其 他 许多 函数 的 概念 , 如 
好 万 ,lgm sing, arotg 2, » 
我 们 知道 了 这 些 函 数 的 最 重要 性 质 ， 但 是 初等 数学 不 曾 回 答 这 一 
个 问题 , 怎样 来 计算 它们 ? 例如 , 要 得 到 go 或 sinz, 必须 对 w 作 
怎样 的 运算 ?对 于 这 种 问题 ,分析 中 所 研究 出 来 的 方法 才 提 供 了 答 
案 .我 们 在 这 里 要 比较 详细 地 说 明 其 中 的 一 种 方法 - 
诊 勒 公式 、 设 在 某 一 个 里 边 包 含有 a 点 的 区 间 上 给 定 了 一 个 
任意 阶 可 微 的 函数 J(z)， 一 次 多 项 式 
Plo) —f 0) +f (a) (一 由 
就 在 o~a 点 上 跟 J(z) 相合 ,而 且 不 难 验证 在 这 一 点 上 还 跟 (2) 
有 同样 的 导数 .这 多 项 式 的 图 形 是 一 条 眼 f(z) 的 图 形 在 点 相 
切 的 直线 . 我们 又 可 以 挑 出 这 样 一 个 二 次 多 项 式 , 就 是 


NORUORS AOLEO EE ON 


使 在 za 点 上 眼 f(z) 有 共同 的 值 以 及 同样 的 一 阶 与 二 阶 导 数 . 
这 二 次 多 项 式 的 图 形 将 在 “点 的 附近 更 密切 地 紧 贴 着 函数 J(z) 
的 图 形 ， 自 然 我 们 希望 , 假如 我 们 造 出 一 个 多 项 式 , 在 一 & 上 眼 
f(z) 有 同样 的 一 阶 至 nn 阶 导数 , 那 末 这 多 项 式 在 与 4 邻近 的 = 值 
上 将 更 好 地 接近 于 f(z)， 这 样 就 得 到 了 表达 泰勒 公式 的 近似 等 
式 ， 





SOA Hf) (ca 二 加 -oa 
+ 0 (925) 
这 公式 的 右面 是 < 一 4 的 nn 次 多 项 式 . 磊 已 知 了 (6), 了 (9@),…， 
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yo(a), 我 们 就 可 以 对 每 一 个 = 实地 来 计算 这 个 多 项 式 . 

对 于 n+1 阶 可 微 的 函数 ,容易 证 明 ， 这 公式 的 右面 跟 左 面 只 
相差 一 个 微小 的 比 (w 一 0)* 更 迅速 地 趋 于 零 的 量 、 此 外 , 这 是 唯 … 
可 能 的 次 多 项 式 ， 它 在 与 4 邻近 的 + 点 上 跟 f(z) 相差 一 个 当 
T22494 时 比 (z 一 0)" 更 迅速 地 趋 于 零 的 量 .在 f(z) 是 n 次 代数 多 页 
式 的 场合 , 近似 等 式 (28) 就 变 为 准确 的 等 式 . 

最 后 , 而 且 异 常 重要 的 , 我 们 还 能 够 简单 地 表 出 究竟 公式 (25) 
的 而 面 退 f(z) 相差 多 少 ， 这 就 是 说 ,为 了 要 使 等 式 (25) 成 为 准确 
的 等 式 , 还 必须 在 右面 加 上 这 公式 的 所 谓 “ 余 项 ”: 





FO/ OH OCD + + oo) 
和- ar" (20) 
添上 去 的 最 后 一 项 ” 
Bilw) = (eat 


在 n+l! 

具有 这 样 的 特性 , 就 是 这 里 边 的 导数 应 当 每 次 不 在 6 点 本 身上 , 而 
在 特别 挑 定 的 我 们 并 不 预先 知道 的 、 但 总 在 4 与 ”所 成 区 间 之 内 
的 一 点 世上 来 计算 . 

等 式 (26) 的 证 明 虽 频繁 重 , 但 在 实质 上 并 不 太 复 麻 。 让 我 们 
来 引述 一 种 稍微 有 点 娇 揉 造作 的 而 却 简 短 的 证 明 . 

为 了 要 确定 在 近似 等 式 (2 四 中 左面 限 右 面 究 竟 相 差 多 少 ， 小 
我 们 来 考虑 等 式 (25) 左 右 两 面 的 差 跟 量 一 (2 一 0)"? 之 比 : 


了 的 -[fO+Pa -0 ++ -eo)"] 
a 。 (27) 





a 

我 们 还 要 引用 变量 w 的 函数 
IOIEAOEEACL I 

其 中 当 作 是 图 定 的 量 ( 始 常 量 )，、 于 是 《27) 式 的 分 子 不 是 别 的 ， 

这 只是 人 页 gri (的 各 御 可 能 表达 式 中 的 一 种 。 
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下 是 函数 mw 人 (OO 从 wu 一 < 转变 到 ww 一 “时 的 增 量 , 而 分 母 是 函数 
出 (同一 (一同 
在 同一 分 段 上 的 增 量 .余下 来 的 可 就 是 利用 在 上 一 节 中 所 说 的 中 
值 定理 的 推广 ; 
p(z) 一 p(a) _ 9p'(€) 
由 一 多 CC) GE) 
把 画 数 ma) 与 由 (0) 对 4 求 导 数 ( 这 时 必须 记得 z 是 常量 ;我 们 己 
侈 把 它 辕 定 起 来 ), 就 可 知 
i PO nd) 
VE GFDL 
令 最 后 的 表达 式 跟 起 初 的 重 (27) 相等， 恰巧 得 到 (26) 那 种 样子 的 
泰 轴 公式 . 
从 (26) 那 种 样子 的 泰勒 公式 不 仪 仅 是 近似 地 计算 fw) 的 工 
具 , 而 且 还 使 我 们 得 以 估计 出 这 里 所 容许 的 误差 . 
现在 来 用 一 个 简单 的 例子 ; 
yaing, 
当 z~0 时 函数 sin z 及 其 任意 阶 导数 的 值 都 是 我 们 知道 的 .让 我 
们 利用 这 一 情况 ， 把 gin z 的 泰勒 公式 写 出 , 假设 a~=0 并 以 4 
的 场 台 为 限 ， 我 们 逐一 求 得 
fo)~ains, 了 一 cosz， 太 (一 一 am 
f(D) ~ -oz, f(r) =ainz, f(z)=cosz, 
f(0 =0, f°(0) ~1, f"(0) =0, 
Ww We et 


所 以 sn zs 一 备 十; 式 中 Bk 
虽然 准确 的 Rs 值 是 我 们 所 不 知道 的 , 但 是 由 于 |cos&Ej < 我 们 不 
难 加 以 估计 ， 若 把 > 的 人 限于 从 0 到 插 , 则 对 于 这 样 的 z 有 


a-| 闸 中 南 (< 高 : 


所 兹 ,在 区 间 [0, 至 ] 上 函数 sm 可 以 在 如 5 的 准确 度 启 当 人 起 
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等 了 三 次 多 项 式 
ene- 一 站 局 


者 我 们 在 nz 按 泰 币 公 式 展 开 时 取 更 多 的 项 , 则 可 以 得 到 更 
高 次 的 多 项 式 ,更 准确 地 与 sin = 相近 似 . 
三 角 及 其 他 许多 算 表 都 是 用 辣 样 的 方法 计算 出 来 的 . 
自然 办 的 规律 一 般 地 可 以 很 近似 地 让 任意 阶 可 茹 的 本 数 来 才 
达 , 而 这 种 函 熬 又 可 近似 地 由 多 项 式 表 出 ; 多 项 式 次 数 的 选择 决定 
于 所 湖 要 的 准确 度 . 
泰勒 级 数 。 若 在 公式 (25) 中 所 取 的 项 数 愈 来 愈 多 ， 则 出 余 项 
有 R41(z) 所 表达 的 (25) 式 右面 跟 f(z) 的 误差 可 以 趋 近 于 零 . 当 
然 , 这 决 不 是 经 常 的 情况 并 非 对 每 一 个 函数 ,对 每 一个 = 值 都 如 
此 但 是 有 广 遍 的 一 类 函数 (和 为 分 析 秋 数 )， 其 余 项 至 少 对 十 包 
图 着 点 = 的 某 一 区 阿 的 = 值 确实 在 mvco 时 趋 于 堆 ， 正 是 对 这 样 
前 函数 说 来 , 泰勒 公式 使 我 们 可 以 把 f(z) 计算 到 任何 准确 度 ， 让 
我 们 更 仔细 地 来 看 一 看 这 种 酉 数 . 
者 在 mr woo 时 RwaCe)->0， 则 由 (26) 得 
0 ~lim[ fo +7 0) -Od + + wo"]. 
在 这 一 扬 合 , 我们 说 , f(z) 已 展开 为 按 sa 的 升迁 排列 的 次 
剑 无 穷 级 数 ; 
Ta -了 Ga 十 Co) Go 四 十 它 人 (Go 一 ar 
称 为 泰勒 级 数 , 而且 f(z) 就 称 为 这 级 数 的 和 ， 让 我 们 举 一 些 大 家 
奈 冲 知 的 语 数 被 展开 为 泰勒 级 数 的 实例 (在 这 些 例子 中 a 一 0)， 
D Qtoltmm te tt 
(对 la| < 及 任何 实数 m 正确 )。 
于 -到 + (对 一 切 4 正 确 ). 


8) cz-1~ 加 + 各- 六 +… (对 一 切 2 正确 ). 


3 二 
2) i 


144. 


2 -1+z+ 呈 + 全 + (对 一 切 2 正 确 ). 


司 are 吉 az- 等 + 千 一。 (对 lal < 正确). 


这 些 例子 中 的 第 一 个 就 是 著名 的 牛顿 二 项 式 ， 首 先 由 牛顿 求 
出 对 一 切 n 有 效 ,但 在 他 那 时 候 还 完全 只 以 整数 的 n 作为 根据 . 这 
一 例子 成 了 后 来 建立 普遍 泰勒 公式 的 范例 ， 最 后 两 个 例子 则 在 
zw 一 1 时 可 用 来 计算 数 。 和 x 到 任何 准确 度 . 

泰勒 公式 给 分 析 应 用 中 的 大 多 数 计算 问题 开辟 了 道路 ， 其 实 
戚 的 意义 是 非常 巨大 的 . 

被 展开 为 泰勒 级 数 的 函数 以 很 大 的 准确 度 表 达 了 自然 界 中 的 
许多 规律 性 ; 物理 与 化 学 的 过 程 , 物体 的 运动 等 等 ， 只 要 把 它 们 考 
虐 作 复 变量 函数 ， 它 们 的 理论 就 获得 充分 的 明晰 性 和 完美 性 ， 这 
种 函数 的 理论 将 在 第 二 卷 第 九 章 中 占有 相应 的 地 位 . 

函数 由 多 项 式 近似 地 来 表达 这 一 概念 本 身 以 及 用 无 穷 多 个 较 
简单 项 之 和 的 形式 来 表示 函数 的 问题 在 分 析 中 得 到 了 远大 的 发 
展 ， 成 为 数学 的 一 个 独立 分 支 一 函数 盈 近 理论 ( 见 第 二 卷 第 十 
二 章 )。 


§10. 积 分 


从 第 一 章 以 及 本 章 的 §1 读 者 早已 知道 , 积分 的 概念 及 一 般 
地 说 积分 学 乃 起 源 于 需要 求解 某 些 具体 的 问题 ， 其 典型 的 例子 是 
寻求 曲线 形 面积 的 问题 .这 一 节 所 要 讲 的 就 是 这 个 问题 . 由 这 个 
问题 我 们 也 将 知道 微分 学 与 积分 学 问题 之 间 的 联系 究竟 在 哪里 ， 
这 在 十 八 世纪 才 完 全 型 清楚 - 

面积 设 在 z 轴 之 上 有 一 条 曲线 作为 画 数 y 一 f(z) 的 图 形 . 
让 我 们 试 求 由 曲线 y 一 f(z), z 轴 以 及 通过 点 z 一 2 与 2 一 b 而 跟 y 
轴 平 行 的 两 条 直线 所 转 成 的 一 块 面积 S. 

要 解决 这 个 问题 ， 让 我 们 象 下 面 这 样子 来 做 ， 把 区 闻 fa, 9] 
分 成 nn 个 (不 必 等 长 的 ) 小 段 , 第 一 个 小 段 的 长 度 记 作 dzwz, 第 二 个 
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os，…, 最 后 一 个 Le. 在 每 一 个 小 段 中 各 挑 定 一 点 各, 5%,…, 名 ， 
然后 让 我 们 组 臣下 面 的 
和 : 
Ss—f (1) dvs tf (és) dm 

二 Ed 

(28) 

景 8 显然 等 于 图 34 中 加 
有 阴影 的 各 矩形 的 面积 之 
和 . 
和 把 区 间 [a, 如 分 得 全 

纲 ，S%。 将 眼 面积 8 多 接 
近 ， 涛 我 们 把 Ie, 杂 分 成 
意 米 让 细 的 小 股 而 作出 一 连 囊 这 桩 的 划 , 则 和 8 将 趋 于 避 

因为 [4, 中 是 可 以 分 作 不 相等 的 小 段 的 , 我 们 还 得 明确 一 下 
所 谓 分 得 “ 愈 来 全 细 应 当 怎样 理解 。 我 们 要 假定 , 不 仅 n 无 归 制 
增 大 ,而且 甚 至 连 各 小 身长 度 de 中 的 最 大 者 也 趋 于 罕 ， 于 是 

8 lim LED dostf (bs) da 二 二 jd 





面积 的 计算 已 归结 为 极限 (29) 的 寻求 。 

我 们 要 指出 ， 当 我 们 
提出 我 们 的 问题 时 ， 我 们 
还 只 有 关于 曲线 形 面积 的 
经 验 上 概念 ， 而 并 没有 确 四 
切 的 定义 。 由 于 上 面 所 作 .|_. 全 
的 推论 的 结果 ， 我 们 才 获 
得 了 面积 概念 的 确切 定 
义 . 这 就 是 极限 (29)， 现 
在 我 们 不 仅 有 面积 的 直觉 
5 念 ， 而 且 还 拥有 它 前 数学 定义 ,使 我 们 每 以 把 面积 算得 来 (对 申 
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-lm /6 4. (9) 





第 104 页 上 关于 圆周 长 度 及 第 109 页 上 基于 速度 的 话 ). 

我 们 在 上 面 假定 f(z) >0， 若 f(z) 改变 正 负 号 ,如 图 25， 则 
极限 (29) 所 给 出 的 是 位 于 北 线 y~/ (2) 与 = 轴 之 间 的 各 块 击 避 的 
代数 和 ,其 中 位 于 所 之 上 的 各 块 面积 都 当 作 带 有 正 号 ,向 位 于 才 
轴 之 下 的 带 有 负 号 . 

定 积分 “还 有 其 他 许多 问题 也 使 得 极限 429) 的 计算 成 为 必 
要 .例如 , 设 点 在 直线 上 以 变速 6 一 /( 们 运动， 怎样 米 确定 从 t 一 < 
到 (一 5 一 段 时 间 内 点 所 经 历 的 路 程 呢 ? 

我 们 要 假定 丙 数 .79) 是 连续 的 ， 也 就 是 说 ， 在 小 钠 的 时 间 中 
速度 的 变化 也 小 、 让 我 们 把 [a, 缮 分 成 长 度 为 如 ，4a, …， 如 的 
个 小 县 ， 为 了 要 近似 地 计算 在 每 一 小 展 时 间 4t 内 所 经 历 的 路 
程 ,我 们 把 这 段 时 间 中 的 速度 当 作 常 广 , 而 且 就 等 于 这 段 时 间 中 任 
意 选 定 的 某 -- 叫 时 到 的 速度 。 于 是 点 所 经 历 的 全 部 路 程 就 近似 
地 由 和 式 
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表 出 ， 而 从 & 到 5 整 民 时 间 内 所 经 历 路 程 * 的 准确 值 我 们 可 以 看 
到 就 是 这 样 的 和 在 小 妃 你 分 愈 细 时 的 极限 ， 一 一 这 是 一 个 跟 (29) 
同一 形式 的 极限 : 
s= lim Bf(E) 
i 

我 们 可 以 引述 许多 具体 的 问题 ， 它 们 的 多 决 都 归结 于 类 亿 极 
限 的 计算 。 我 们 以 后 还 要 磁 到 这 样 的 问题 , 但 上 面 的 例子 已 经 足 
够 说 明 这 种 航 限 的 重要 性 . 极限 (29) 丈 为 函数 f(z) 在 区 间 [a, 妇 上 
所 取 的 定 积分 , 记 作 

fr Wa 

表达 式 f(z)dz 称 为 被 积 表达 式 , 4 与 5 为 积分 服 ; a 是 下 限 ,5 由 
上 限 . 

微分 学 与 积分 学 的 联系 51 的 例 2 可 以 作为 直接 计算 定 积 
分 的 一 个 例子 ， 现在 我 们 可 以 说 , 那里 所 考虑 的 问题 归结 计算 
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定 积分 
haze, 
在 8 3 中 我 们 考 忠 过 另外 一 个 例子 , 从 而 求 得 了 由 抛物 线 y 一 
好 所 转 成 的 面积 ,这 里 , 问题 归结 于 计算 积分 


fm 

这 两 个 积分 所 以 都 能 算出 ， 是 由 于 我 们 已 经 知道 了 了 最初 ”个 
自然 数 之 和 及 这 些 数 平方 之 和 的 简单 公式 ， 但 决 不 是 对 每 一 个 本 
数 了 (2) 都 能 求 出 ( 即 用 简单 公式 表 出 ) 和 式 (28)， 其 中 点 总 与 增 
量 4x 是 由 这 种 或 那 种 规律 给 出 的 ， 况 且 在 可 能 这 样 去 求 和 的 场 
合 , 它 的 实现 并 不 是 其 了 一 种 普遍 的 方法 , 而 是 甘 了 各 种 各 样 极 特 
殊 的 ,好 像 是 每 一 个 同 题记 各 别 地 固有 的 方法 

因此 ,发生 了 定 积分 普遍 计算 方法 的 寻求 问题 ， 在 历史 上 , 这 
问题 有 很 长 一 个 时 期 以 具体 课题 的 形式 摆 在 数学 家 的 面前 ， 这 种 
课题 就 在 于 找 出 一 种 普 记 的 方法 来 确定 曲线 形 面积 、 曲 面包 图 成 
物体 的 体积 等 等 . 

我 们 在 前 俐 提 到 过 阿 基 米 德 已 能 计算 抛物 线 弓 形 及 其 他 一 些 
图 形 的 面积 。 后 来 , 那些 已 经 知道 解法 的 关于 计算 面积 、 体积 、 物 
体重 心 等 等 同类 的 个 别 问题 ,数目 逐渐 增多 . 但 这 些 向 题 的 普遍 解 
法 的 创造 过 程 开始 时 是 极 绥 慢 的 普遍 的 方法 只 有 在 积累 了 充分 
多 的 理论 与 计算 资料 之 后 才能 够 创造 出 来 ， 而 资料 的 产生 又 是 眼 
实践 的 需要 有 紧密 联系 的 。 累 积 与 推广 的 过 程 在 中 世纪 晓 期 才 加 
速 发 展 起 来 ， 这 是 直接 由 于 欧洲 的 旧 ( 封 建制 度 ) 生 产 关系 央 油 而 
新 (资本 主义 ) 生 产 关 系 帆 起 的 时 代 生产 力 得 到 蓬勃 发 展 的 结果 . 

有 关 定 积分 计算 问题 的 各 种 事实 的 积 暴 是 跟 相应 的 有 关 函 数 
求 导数 问题 的 研究 同时 发 生 的 。 读者 在 $1 中 已 经 知道 ， 这 一 项 
巨大 的 准备 工作 是 在 十 七 世纪 在 牛顿 和 莱 布 尼 获 的 警 作 中 得 到 完 
成 的 。 在 这 样 的 意义 上 我 们 说 牛顿 和 菜 布 尼 获 是 微 积分 学 的 创始 
者 . 

和 牛顿 生 布 尼 蒋 的 主要 功绩 之 一 就 是 在 他 们 欧 著 作 中 完全 亲 
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明了 存在 于 微分 学 与 积分 学 之 间 的 深奥 联系 .特别 是 这 个 联系 给 
极 广大 的 一 类 函数 提供 了 定 积分 的 一 般 计 算 方 法 . 

为 了 要 说 明 这 个 联系 ,让 我 们 加 到 力学 的 例子 上 去 . 

我 们 假定 有 一 质点 沿 着 直线 运动 , 其 速度 v=f (四 是 时 间 t 的 
函数 ， 我 们 已 经 知道 质点 在 t 一 总 与 4 一 锯 一 段 时 间 内 所 经 历 的 路 
程 等 于 定 积分 : 

of tOa. 

此 外 ,我们 再 假定 质点 的 运动 规律 为 已 知 , 就 是 把 路 程 ; 与 时 
间 + 的 相 倚 性 表达 出 来 的 西数 s 一 下 人 为 已 知 ， 其 中 路 程 * 是 从 
直线 上 所 挑 定 的 某 一 个 起 点 4 算 起 的 ， 在 [ti, 均一 段 时 间 内 所 
经 历 的 路 程 0 显然 就 等 于 下 面 的 差 : 

oF) -Ft). 
这 样 , 从 物理 的 推论 我 们 达到 了 等 式 
Pia Py) -Pd, 


这 等 式 才 达 了 质点 的 运动 规律 与 速度 之 问 的 关系 . 

由 数学 的 观点 看 来, 像 我 们 从 85 中 所 知道 的 那样 ， 函 数 
厂 () 可 以 被 定义 为 这 样 一 个 函数 ， 就 是 它 的 导数 对 于 考虑 中 的 一 
切 t 都 等 于 f(t)， 即 

Pflt), (a<w<b). 
这 样 一 个 函数 称 为 (2) 的 一 个 原 工 数 . 

应 当 注 意 ， 函 数 f(t) 车 至 少 有 一 个 原 函数 ， 就 同时 有 无 穷 多 
个 不 函数 ， 因 为 车 (8) 是 了 Cs) 的 原 函数 , 则 也 () 十 0, 其 中 0 为 
任意 常 基 , 也 是 了 (1) 的 原画 数 。 但 这 已 经 把 f(t) 的 一 切 原 西 数 
包罗 无 遗 ， 因 为 车 Fi( 人 ) 与 Ps(D) 是 同一 个 函数 了 (9 的 原画 数 ， 则 
两 者 的 差 w(z) ~ 了 1(t) 一 也,( 四 在 所 考虑 的 # 的 变化 区 闻 上 处 处 有 
导数 9/() 等于零 ,因此 是 一 个 常量 ?. 


了 据 中 值 定理 ,得 
9 的 一 ?的 ) 一 9 全 人 一切 一 0， 
其 hv 在 + 与 名 之 间 ， 据 比 ,对 一 二 有 FP( 介 一 (和 in) 一 常数 。 
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由 物理 的 观点 君 来 ， 因 常量 O 取 不 同 的 值 而 确定 前 各 种 运动 
规律 ,其 差别 只 在 于 起 算 路 程 的 起 点 0 也 随 着 而 有 各 种 不 同 的 地 
位 . 

从 以 上 所 说 ， 可 以 得 到 这 样 的 结论 ， 设 f(z) 已 在 区 间 [w, 站 
上 给 定 并 且 满 足 一 些 极 普遍 的 条 件 , 只 要 函 教 f(z) 在 这 些 条 件 下 
可 以 当 作 是 质 上 在 用 时 二 的 运动 速度 , 就 有 下 列 等 式 成 立 ; 


fds- FO) -P00), CGO) 
式 中 了 (四 是 7a) 的 任何 一 个 原 函数 


函数 的 定 积分 问题 归结 为 寻求 该 函数 的 原 函 数 问 题 ， 因 此 在 一 式 
之 中 就 使 微分 学 与 积分 学 发 生 了 联系 . 

曾经 成 为 大 数学 家 研究 对 象 的 许多 特殊 问题 ， 借 助 于 这 个 公 
式 就 自动 地 得 到 解决 ,而 这 公式 所 麦 达 的 不 过 是 函数 f(z) 在 区 间 
[a, 上 的 定 积分 等 于 这 一 函数 的 任何 一 个 原 泗 数 在 区 间 左 右 岗 
端 上 的 数值 之 差 ” 差 式 (30) 通常 还 写成 下 面 的 样子 


FO) | 一) 一 Pa， 


例 1 等 式 
二)=2 


表示 两 数 .全 是 函数 om 的 原画 数 ， 因 此 ,根据 和 牛顿 与 莱 布 尼 获 公 
式 ， 


a 出 
上 mm- 和 | - 瑟 - 生 于: 

例 2 设 。 与 o 是 在 一 条 直线 上 的 两 个 电荷 ， 咎 此 相隔 的 距 
高 为 r， 沿 着 这 条 直 级 在 两 者 之 间 互 相 作 几 的 力也 等 于 





了 我 们 可 以 不 求助 于 力学 的 例子 而 用 数学 方法 来 证 明 : 若 画 数 了 (2) 在 [2, 5] 上 
连续 (或 基 至 于 最 间断 但 按 勒 由 格 的 理论 可 积 , 见 算 三 卷 第 十 五 章 )， 则 必 有 7) 的 下 
函数 履 亿 ) 存在 以 及 等 区 (30) 成 立 - 

2) 这 公式 已 得 到 了 各 种 下 局 的 推广 (例如 , 见 $ 13, 奥 斯 特 洛 格拉 特 斯 基 公式 ). 
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a 
Br 


《ge=koo', 式 中 是 一 个 常量 )， 当 电荷 c 静止 不 动 而 电荷 "在 区 
则 [Rs RJ] 上 移动 时 ， 我 们 把 区 间 [B， Bs] 分 作 小 段 dr。 就 可 以 
来 计算 这 个 力 所 作 的 功 开 了 。 在 每 一 个 小 眉 上 我 们 近似 地 把 力 
当 作 常 量 , 于 是 在 这 样 的 小 段 上 的 功 等 于 年 4r。 使 小 眉 你 分 傅 
细 , 我 们 便 确 信 功 厂 等 于 下 列 积分 : 

下 -im 总 号 如- 化 所 dr。 


me 行 


这 个 积分 我 们 立刻 可 以 求 出 , 只 要 注意 到 
a oy 
pl 

就 得 到 -|"-a( 直 -起 ). 


特别 是 ， 当 起 先 与 电荷 ec 相 虹 Ri 的 电荷 " 被 移 到 了 无 穷 远 处 的 
肝 候 , 力 如 所 作 的 功 等 于 


Boe 


从 我 们 导出 牛顿 与 莱 布 尼 艾 公式 的 推论 中 ， 训 显然 可 见 这 公 
式 是 在 数学 上 表达 了 客观 现实 中 的 一 种 确定 而 深奥 的 联系 ， 牛 顿 
与 莱 布 尼 芯 公式 正 是 数学 本 身 反映 出 客观 规律 性 的 一 个 美妙 而 且 
极 重要 的 例子 . 

应 该 说 明 , 牛 地 是 站 在 物理 的 观点 上 来 进行 他 的 数学 研究 的 
他 的 创立 微 积 分 学 原理 的 著作 是 跟 他 的 创立 力学 原理 的 著作 不 可 
分 割 的 

像 导 数 、 积 分 那样 的 数学 分 析 概 念 本 身 在 牛顿 和 他 的 同时 代 
人 的 观念 中 还 完全 "不曾 脱 离 "它们 的 物理 与 几何 原型 (速度 、 面 
积 )， 它 们 在 实际 上 带 有 一 半数 学 而 一 半 物理 的 性 质 ， 问 题 在 于 
当时 对 于 这 些 概念 所 下 的 定义 由 数学 的 观点 看 来 还 是 不 能 使 人 满 
意 的 ， 所 以 对 这 些 概念 的 正确 运用 在 稍 许 复杂 的 场合 就 需要 研究 
者 有 本 领 甚至 在 中 间 的 推理 阶段 上 不 脱离 间 题 的 具体 的 一 而 
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由 这 个 观点 看 来 ， 牛 旋 与 莱 布 尼 获 的 创作 的 性 质 是 不 相同 
的 3， 牛顿 在 其 研究 的 所 有 阶段 上 始终 受 着 物理 观点 的 指导 . 菜 
布 尼 英 的 研究 却 跟 物 理学 没有 这 祥 密 切 的 直接 关系 ， 这 在 缺乏 清 
晰 数学 定义 的 情况 下 有 时 候 在 个 别 的 研究 阶段 上 引导 他 到 错误 的 
结论 。 另 一 方面 , 莱 布 尼 获 的 创作 所 独 有 的 特征 在 于 力图 普遍 化 ， 
力图 找到 尽 可 能 更 普遍 的 方法 来 解决 数学 分 析 的 问题 . 

鞭 布 尼 获 的 最 重大 功 续 在 于 创造 了 反映 出 事物 本 质 的 数学 符 
号 ， 数 学 分 析 的 那些 基本 概念 的 记 法 ， 例 如 微分 dz， 二 阶 微分 


dz, 积分 |y dz, 导数 证 者 是 莱 布 尼 效 所 提出 的 。 这 些 记号 至 信 


还 在 沿用 , 足见 它们 是 多 么 的 确切 和 方便 

妥善 地 选 定 的 符号 可 以 大 大 地 促使 我 们 的 计算 与 推论 变 得 迅 
速 而 容易 ， 它 甚至 有 时 候 还 可 以 使 我 们 免 于 星 入 错误 的 结论 ， 对 
此 有 充分 理解 的 莱 布 尼 艾 在 他 的 创作 中 就 非常 注意 记号 的 选 
择 ， 

数学 分 析 的 概念 (导数 、 积 分 等 等 ) 当 然 在 牛顿 和 莱 布 尼 艾 之 
后 继续 发 展 面 且 直 到 我 们 的 时 代 还 在 发 展 ， 但 是 我 们 要 着 重 指出 
在 这 发 展 过 程 中 的 一 个 确定 的 阶段 ， 这 一 阶 没 发 生 在 上 一 世纪 的 
初叶 并 且 首 先是 跟 柯 西 的 著作 有 关系 的 . 

柯 西 提供 了 极限 概念 的 清晰 、 形 式 的 定义 而 且 在 这 基础 上 提 
供 了 连续 性 导数、 微分 与 积分 概念 的 定义 ， 这 些 定义 都 已 经 在 这 
一 章 的 适当 的 地 方 一 一 引述 ， 在 近世 分 析 中 我 们 广泛 地 使 用 着 这 
些 定义 ， 

这 些 成 就 的 重要 性 在 于 , 这 样 一 来 , 不 仅 在 算术 、 代数 与 初等 
几何 中 , 而 且 还 在 一 个 新 的 极 广阔 的 数学 领域 ， 邵 数学 分 析 中 , 也 
可 能 纯粹 形式 地 进行 运算 而 同时 得 到 正确 的 结果 . 

关于 数学 分 析 的 一 批 主要 结果 在 任何 场合 上 的 应 用 ， 现 在 我 
们 可 以 这 样 说 : 若 起 始 的 数据 实际 上 正确 , 则 数学 推论 的 结果 也 实 
际 上 正确 ; 车 我 们 相信 起 始 的 数据 充分 准确 , 则 扩 得 到 结果 的 正确 


1) 牛 额 和 六 布 尼 菊 的 发 明 是 各 自 泪 立 起 得 到 的 。 
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性 不 必 由 实 践 来 验证 ， 而 只 要 检验 形式 推论 的 正确 性 就 足够 
可 

以 上 所 说 自然 还 需要 下 面 的 保留 , 在 数学 推论 中 , 我 们 从 实践 
取 来 的 起 始 数据 只 在 某 些 误差 的 限度 内 才 是 正确 的 、 这 就 引导 到 
如 下 的 情况 : 当 我 们 对 实际 数据 进行 数学 的 推论 时 , 在 每 一 步 上 所 
得 到 的 结果 又 带 有 某 些 误差 ， 同 时 这 种 误差 随 着 推论 步 数 的 增多 
而 积累 起 来 *. 

同 到 定 积分 ， 让 我 们 来 看 一 看 下 面 这 个 具有 根本 重要 性 的 问 
题 ， 对 于 怎样 一 些 在 区 间 [4, 3] 上 给 定 的 函数 (4)， 我 们 可 以 保 


证 有 定 积 分 用 (e)a 存在 ， 也 就 是 可 以 保证 有 这 样 一 个 数 存 在 ， 
当 max Lr-0 时 和 式 访 了 (60 hr 就 趋 于 这 个 数 ? 我 们 要 注意 , 这 


一 个 数 , 不 论 区 则 [am 钉 怎 样 分 法 , 也 不 论点 & 怎样 取 法 , 都 应 当 
是 相同 的 

那些 两 数 , 它 的 定 积分 也 就 是 极限 (29) 确实 存在 的 , 称 为 在 区 
间 f% 如 上 可 积 。 上 一 世纪 的 相应 研究 已 经 显示 所 有 的 连续 函数 
都 是 可 积 的 . 

也 有 间断 而 可 积 的 函数 ， 例如 ， 在 区 间 [a, 四 上 单调 而 有 界 
的 函数 就 属于 这 种 函数 之 列 . 

在 [a, 如 的 有 理 点 上 等 于 0、 无 理 点 上 等 于 工 的 画 数 可 以 作 
为 不 可 积 函 数 的 一 个 便于 ， 因 为 不 论 把 区 间 怎 样 划分 ， 积 分 和 s。 
将 等 于 0 或 1, 但 看 我 们 取 作 & 的 是 有 理 数 还 是 无 理 数 . 

我 们 要 指出 , 关于 怎样 实地 求 出 定 积分 的 问题 , 在 许多 场合 牛 
顿 - 菜 布 尼 芯 公式 已 提供 了 解答 .但 这 里 产生 了 另外 一 个 问题 , 就 
是 怎样 从 已 给 的 函数 求 出 原 函 数 , 即 以 已 给 函数 作为 导数 的 函数 . 
我 们 就 要 转 到 这 一 个 问题 上 去 。 顺便 可 以 指出 , 在 其 他 的 数学 问 
是 中 ， 特 别 是 在 求解 币 分 方程 时 原 函 甫 的 寻求 也 具有 重大 的 意 
二 


1) 例如 ,由 公式 amb 及 b=o 可 以 推 知 4 一 c。 在 实 路 中 这 一 关系 是 这 样 包 : 由 
2m/ 正 兢 到 e 及 bme 正确 到 e, 可 以 推 知 o 一 < 正确 到 29. 


153。 





§11. 不 定 积分 ， 积 分 的 技术 


在 数学 中 我 们 通常 把 已 给 二 数 了 (的 任意 不 画 数 称 为 了 (<) 
的 不 定 积 分 ， 并 记 作 
fyrom. 


因此 , 车 了 (%) 是 7(z) 的 某 一 个 完全 确定 的 原 函 数 ， 则 8Co) 
的 不 定 积分 就 等 于 


| raz-Fe)+o， (31) 


式 中 0 是 任意 常数 

我 们 还 要 指出 , 车 函数 jz) 在 区 间 [<&, 如 上 给 定 ,五 (2 是 它 的 
原 西数 而 2 是 区 间 [a, 缮 的 点 ， 出 根据 牛顿 - 莱 布 尼 欧 公式 ， 可 以 
写 出 


P(e) Plo) + f(a. 


这 样 , 在 等 式 右 面 的 积分 跟 f(z) 的 原 西 数 了 《z) 只 相差 一 个 常 荆 
也 (a) ， 在 这 样 的 场合 ,这 一 个 积分 ，( 在 4 可 变 时 ) 当 作 上 限 4 的 
函数 看 待 , 正 是 f(z) 的 某 一 个 完全 确定 的 原画 数 , 因而 jz) 的 不 
定 积分 还 可 以 写成 下 而 的 形式 ， 


ra roa+ra， 


式 中 0 是 任意 常生 . 
让 我 们 把 基本 的 不 定 积分 表 列 举 于 下 ， 这 是 直接 从 相应 的 导 
数 表 ( 见 § 6) 编 成 的 : 


;2 
kk do ET +0 (esD， ero sinz+0, 





svdo— wh 
人 wdv—tg +O, |e 证 +c， 


sse 


[全 -mlel 二 人 人 ac-e+o， 


dr 了 2 
| ~—arosin s+O~ 一 arccosz 十 Oh (o.-o- 王 )， 





fsnzdr~ -ezt+o， -gato. (32) 


不 定 积分 的 一 艇 性 质 也 可 以 要 据 导 数 的 相应 的 性 质 推出 米 , 例 如， 
由 和 的 微分 法 则 我 们 得 到 公式 
[me +p(o)ldo= 1 (0do+ [p(y do 本 
耐 山 常数 因子 二 可 从 导数 符号 下 移出 的 法 划 得 到 
人 Gaz- 吉 raz+Q， 


0 





十 功 一 2 一 2Vs +inzt+0O, 
我 们 有 好 些 计算 不 定 积分 的 方法 ， 让 我 们 来 看 一 用 其 中 的 一 
各 方法 ,就 是 变量 置换 法 或 扫 元 法 %， 这 是 以 下 列 你 式 的 正确 狂放 
为 根据 的 ， 
ra ffi Wto, (88) 
式 中 op(9) 是 可 微 洒 数 ， 关 系 式 (88) 应 当 这 样 如 以 理解 ， 若 在 
眼 (38) 式 左面 相等 的 丽 数 
Fo) -fo 


DD 当 z>0 时 ， Qn lzl) 一 一 于 
当 =<0 时 ， Cals)’ (D:D =. 
2) 挛 直 又 称 变 元 , 或 简称 为 元 。 一 一 译 考 证 
155-。 


中 令 一 9( 纹 ， 则 得 到 这 样 一 个 函数 王 [m(D]， 它 对 二 的 导数 就 等 
于 (88) 式 右面 积分 符号 下 的 表达 式 。 这 是 可 以 从 关于 复合 函数 导 
数 的 定理 直接 推出 来 的 . 
让 我 们 就 换 元 法 的 应 用 再 举 一 些 例子 : 
ja-le FF|e-ieto- 守 + 
( 令 hr 一 从 而 有 kdz=dt)， 
| C2 -—j2= -t+0O=—VE-H+0 





Ve 
( 信 t=VE 蔬 ， 从 而 有 di~ -7 污 3). 


Bd vee oudu 


= eo vau-e | 2 du 








四 
Ctsinueosw) +0 
-号 (aresin 2+ VF) 
( 今 w—asin 0)， 
从 这 些 例子 显然 可 见 ， 换 元 法 大 大 地 扩充 了 我 们 现在 所 能 够 
加 以 积分 的 那 种 初等 汪 数 ， 所 谓 能 够 加 以 积分 就 是 说 能 够 求 得 仍 
属 初等 函数 的 原画 数 . 但 应 当 注 意 ， 由 计算 的 观点 看 来 ， 一 般 地 
说 , 积分 的 处 境 远 比 微分 来 得 恶劣 . 
由 8$6 已 经 知道 任何 初等 函数 的 导数 又 是 初等 函数 ， 这 是 利 
用 微分 法 则 就 可 以 完全 有 效 地 求 得 到 的 。 但 是 相反 的 论断 , 一般 
地 说 , 并 不 真确 , 因为 存在 着 那样 的 初等 西数 , 它 的 不 定 积分 不 再 


是 初等 函数 . 例如 o*， 了 >， 2 等 就 是 这 样 的 函数 。 要 得 到 
这 些 函数 的 积分 , 不 得 不 使 用 近似 方法 , 并 且 引 入 一 些 无 法 化 成 初 
等 画 数 的 新 茵 数 。 我 们 不 可 能 在 这 个 问题 上 过 出 很 人 ,我 们 只 型 
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指出 , 在 说 等 数学 中 就 可 以 找到 许多 例子 , 其 中 一 种 运算 可 以 在 某 
一 类 的 数 中 施行 而 它 的 逆 运 算 就 不 能 在 同一 类 中 实现 ; 如 任何 正 
有 型 数 的 平方 是 有 理 数 , 但 有 理 数 的 平方 根 就 决 非 始 终 是 有 理 数 . 
类 似 地 , 对 初等 函数 微分 , 所 得 到 的 还 是 初等 函数 , 但 对 初等 函数 
积分 就 可 以 使 我 们 脱离 这 一 类 函数 了 . 

有 些 不 能 用 初等 函数 来 计算 的 积分 在 数学 及 其 应 用 中 具有 重 
大 的 意义 积分 
fa 


就 是 这 样 的 一 个 例子 , 它 在 概率 论 中 起 着 极 巨大 的 作用 ( 见 第 二 卷 
第 十 一 瘟 )， 我 们 还 要 指出 积分 

『 i 了 与 VIR vag (WI) 
分 别 有 第 一 与 第 二 种 相 图 积分 之 称 ， 有 级 多 的 力学 与 物理 学 问题 
归结 为 这 两 个 积分 的 计算 ( 见 第 二 卷 第 五 章 8 1, 例 8)， 就 自 变 是 
与 pg 取 各 种 不 同 的 什 , 已 经 编造 出 这 些 积分 值 的 明细 表 , 这 是 用 
近似 方法 算出 的 , 但 有 很 高 的 准确 度 . 

应 当 强 调 指 出 ， 要 证 明 这 个 或 那个 初等 函数 是 无 法 用 初等 函 
数 来 积分 的 ， 在 每 一 个 各 别 的 场合 引起 极 大 的 困难 。 上 一 世纪 的 
一 些 杰出 的 数学 家 与 分 析 学 家 都 蝎 其 才智 于 这 些 问题 ， 而 这 些 问 
题 的 研究 也 在 分 析 的 发 展 中 起 了 重大 的 作用 ， 在 这 方面 车 比 雪夫 
曾经 得 到 一 些 主要 的 结果 ， 特 别 是 他 充分 研究 了 如 下 形式 的 积分 
是 不 是 可 能 用 初等 函数 来 积分 的 问题 : 

fe (etre)rd, 
式 中 ms 与 了 都 是 有 理 数 ， 在 车 比 雪夫 之 前 ,牛顿 早 就 得 到 可 
使 这 个 积分 用 初等 函数 积 出 的 招数 m，s 及 ? 之 间 的 三 种 关系 , 车 
比 雪夫 证 明了 在 所 有 其 他 的 场合 这 积分 都 是 不 能 用 初等 函数 麦 
达 的 . 

我 们 还 要 引述 另 一 种 积分 方法 一 分 部 积分 法 ， 这 是 以 读 老 
所 已 经 知道 的 关 十 两 西数 4 与 4 之 积 的 半数 公式 : 

TI57 。 


(UV) 一 ta + 
作为 根据 的 。 这 公式 还 可 以 这 样 写 : 
an 一 (um) 一 tv 
现在 让 我 们 对 左右 两 边 分 别 积分 ,并 且 注 站 
(ww) dz —wv+ 0, 
最 后 就 得 到 等 式 
fm emu feas, 
这 个 公式 称 为 分 部 积分 公式 (我 们 没有 写 出 常数 0， 因 为 可 以 把 
它 故 作 是 已 经 包括 在 等 式 中 的 一 个 不 定 积分 里 )。 
让 我 们 就 这 公式 的 应 用 举 一 些 例子 。 试 计算 er dz 在 这 个 
积分 中 可 令 zw-a 而 沁 一 所 不 是 粮 一 1，v 一 0 从 而 有 
freee- le dee e ro. 


在 积分 nzQo 中 , 令 w 一 二 zw 一 1 方才 适当 ， FE 
v=w, 而 
请 zdz~e Ins- [dssln eet+0. 
还 有 一 个 特异 的 例子 , 须 两 次 分 部 积分 , 然后 从 所 得 到 的 等 式 
中 获得 所 求 的 积分 ， 
[eainzdrmesins— [ecomrdr 


esing—e cow—| =sinzam， 


从 而 有 ainzds— © (sins—cosz) +0, 


我 们 就 以 这 个 例子 作为 这 一 节 的 结尾 ， 淡 者 从 这 一 节 中 仅仅 
得 到 了 积分 理论 的 一 些 肤浅 的 观念 。 这 理论 的 许多 方法 我 们 都 不 
曾 讲 到 ， 特 别 是 我 们 在 这 里 不 营 接 触 到 极 饶 趣味 的 有 理 分 式 积分 
理论 ， 上 一 世纪 的 著名 数学 家 与 力学 家 奥 斯 特 洛 格 拉 特 斯 基 章 对 
该 地 论 作出 重大 的 贡献 - 
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8$12. 多 元 责 数 


到 现在 为 止 我 们 所 讲 的 都 是 一 元 函数 ， 但 在 实 正中 我 们 往往 
还 必须 磁 到 由 二 元 、 三 元 以 及 一 般 地 说 由 多 元 来 确定 的 函数 ， 例 
记 , 抢 形 的 面积 是 其 底 z 与 高 %y 的 函数 : 
S—2y, 
长 方 体 的 体积 是 其 长 、 宽 、 高 的 函数 : 
Vy, 
两 点 4 与 召 之 问 的 距离 是 这 两 点 的 六 个 坐标 的 函 致 : 
TV 0) Yi ya) Cea), 
大 家 所 知道 的 公式 
Pp-RT 
录 : 达 了 一 定数 量 的 气体 的 体积 。 怎样 随 莽 它 的 压力 p 与 绝对 温度 
全 而 定 . 
正 像 一 元 函数 一 样 ， 多 元 函数 常常 只 在 变量 在 某 一 区 域 上 取 
全 时 方 给 出 。 例 如 , 函数 


w=In(l—e—y 2) 《34) 
仪 在 m 4% = 的 值 满足 条 件 
+ +21 (30) 


时 方才 给 定 (对 于 其 他 的 “, 4%, % 函 数值 不 是 实数 )， 坐 标 满足 不 
等 式 (35) 的 空间 点 集 显 然 填 满 了 一 个 半径 为 1 而 中 心 在 原点 的 
球 ， 边 界 的 点 不 属于 这 个 球 ， 它 的 表面 仿佛 “已 被 剥 控 ”， 这 样 的 
球 称 为 开 球 。 范 数 84) 只 在 (z, 9, 驴 三 个 数 是 这 个 开 球 @G 各 点 的 
坐 款 时 才 有 定义 ， 通 常 我 们 就 简 短 志 说 , 函数 (84) 定义 于 开 球 9. 

这 里 是 另外 一 个 例子 .一 个 已 受到 不 均匀 加 热 的 物体 太 的 
温度 是 这 物体 上 各 点 的 坐标 =, y,« 的 某 一 个 函数 .这 函数 并 米 
对 所 有 (z, y, 人 三 个 数 ， 而 只 在 (w, % 幻 是 物体 矿 各 点 的 坐 读 时 
必 有 定义 。 

最 后 , 作为 第 三 个 例子, 让 我 们 考虑 函数 
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vg(n) +o(y) +9(2), 
式 中 9 蚌 定义 于 区 间 [0, 刁 的 一 元 函数 .显然 函数 芋 只 在 (z, %, z) 
三 个 数 是 立方 体 : 
0<z<l 0<y<1 0<z<1 
各 点 的 坐标 时 才 有 定义 . 
让 我 们 把 三 元 函数 的 定义 提出 来 。 设 已 知 (m， 4 ?) 三 个 数 的 
集 (空间 点 集 ) 召 ， 着 对 应 于 如 的 每 三 个 数 (每 点 ), 根据 某 一 法 则 
有 一 个 确定 的 数 隶 则 我 们 说 “是 4, y, z( 点 ) 的 鲨 数 , 定义 于 三 
个 数 的 集 (点 集 ) 恕 , 记 作 
uF(e, 人 ©), 
除了 五 外 ,也 可 以 用 其 他 的 字母 ; f, p, 由 
在 实 蜀 中 作为 集 互 的 往往 是 填 满 某 些 几何 体 ( 区 域 )， 如 球 、 
立方 休 、 环 等 等 的 点 集 , 于 是 我 们 就 简单 地 说 函数 定义 于 这 个 几何 
体 (区域 )， 我们 可 以 类 似 地 来 定义 二 元 、 四 元 等 等 函数 . 
隐 苗 数 ”我 们 要 指出 ， 二 元 函数 在 某 种 情况 下 可 以 很 好 地 作 
为 给 出 一 元 函数 的 工具 ， 设 已 知 二 元 函数 了 (2, y), 让 我 们 构成 
方程 
F(z, W) ~0. (36) 
一 般 地 说 , 它 确定 了 (e, 9) 平 面 的 某 一 个 (@, 切 点 集 , 在 这 些 
点 上 我 们 的 函数 都 等 于 零 . 往往 这 样 的 点 集 就 是 某 一 条 曲线 ， 这 
有 曲线 可 以 当 作 是 一 个 或 用 个 单 信 一 元 函数 % 一 mp(z) 或 g 一 网 [9) 的 
图 形 ， 在 这 样 的 场合 ,我 们 说 , 这 些 单 值 的 函数 是 借助 于 方程 (56) 
而 被 隐 含 地 确定 的 ?例如 ,方程 
2 十 如 一 天 一 0 
就 以 隐 含 的 方式 确定 了 两 个 一 元 函数 : 
”gg 一 十 WP 人 厂 与 y=- MVP. 
但 是 应 当 注 意 , 像 (386) 那样 的 方程 也 可 以 不 确定 任何 系数 , 例 
如 ,方程 
了 我 们 和 往往 这 样 说 :在 方程 了 fz, 另 =0 中 y 《或 四 全 2 (或 切 的 隐 医 数 ,一 一 
评 者 注 
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2 十 妨 十 一 0 

显然 并 未 给 出 任何 实 函 数 , 因为 没有 一 对 实数 能 够 满足 这 个 方程 ， 

几何 的 表示 ”二 元 函数 可 以 借助 本 空间 坐标 系 而 很 直观 地 由 
二 面 米 表 示 ， 这 样 , 汰 数 

2=f(2, 9) (37) 

就 在 三 维 空间 直角 坐标 系 中 
被 给 成 一 个 曲面 ， 这 曲面 是 
坐标 满足 方程 (37) 的 点 于 
的 轨迹 (图 26)， 

另外 还 有 一 种 极 方便 的 
表示 函数 (37) 的 方法 ， 在 实 
践 中 早已 得 到 广泛 的 应 用 , 
取 定 了 一连串 的 值 24, za …， 
我 们 就 在 同一 个 Ooy 平面 上 “< 
绘 出 曲线 ; 图 涡 

uf (2, WD, f(s, 

就 是 所 谓 函 数 /Ke, ) 的 等 高 线 ， 按 照 等 高 线 , 只 要 它们 相应 于 彼 
此 充分 接近 的 = 值 ， 就 可 以 很 好 地 看 出 函数 7(z, 9) 的 变化 , 正如 
按照 地 形 图 上 的 等 高 线 就 可 以 把 地 势 的 变化 测定 . 

在 图 28 中 已 经 给 出 了 函数 2 一 2 十 仿 的 等 高 线 图 ， 在 旁边 又 
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显示 了 这 些 线 是 怎样 作出 的 。 在 第 三 章 图 50 (第 282 页 ) 中 给 丽 
数 z 一 wy 绘 出 了 同样 的 等 高 线 图 . 
偏 导数 与 微分 “让 我 们 简略 地 说 一 说 多 元 函数 的 微分 法 我 
z 们 以 任意 的 二 元 函数 
sf (%, Y) 
作为 例子 ,车 把 y 的 值 固定 ， 
就 是 说 , 把 y 当 作 是 不 变 的 ， 
则 我 们 的 二 元 函数 就 变 为 一 
乡 元 % 的 函数 ， 它 的 导数 ， 如 
果 存 在 , 称 为 对 2 的 偏 导数 ， 
记 作 
免 或 名 或 ji. 
二 并 最 后 一 种 记 法 强调 指 
出 , 对 的 偏 导数 , 一 般 地 说 , 是 = 和 3 的 函数 ， 我 们 可 以 类 似 地 
米 定义 对 的 仿 导 数 . 
在 几何 上 我 们 的 画 数 是 由 空间 直角 坐标 系 里 的 一 个 曲面 来 表 
示 的 ， 把 y 固定 后 所 得 到 的 = 的 西数 则 由 一 条 平面 曲线 表 出 ， 这 
曲线 是 由 那个 与 Ozz 平面 平行 而 且 相 距 g 的 平 而 跟 曲 面相 截 而 成 


(图 28)， 仿 导数 -经 显然 就 等 于 这 册 线 在 (z, 办 点 上 的 切线 限 。 


轴 正 向 所 成 交角 的 正切 . 
一 般 地 说 , 车 已 给 #4 元 ?1,…, 2w 的 函数 > 一 (2 ma ao)， 
则 在 其 他 各 元 








Ery 


Wl, Ta, Dl, Dts Tn 
的 信 作 为 图 定 时 对 所 记 竺 出 的 导数 称 为 含 导数 -22 
我 们 可 以 说 , 一 个 函数 对 变 元 的 偏 导数 是 这 函数 在 m% 变化 
方向 的 变化 率 . 我 们 还 可 以 来 定义 对 任意 给 定 方向 的 导数 , 所 谓 
任意 给 定 的 方向 就 不 必 一 定 女 这 个 或 那个 坐 弥 轴 想 同 ， 但 我 们 不 
拟 旭 以 细 涪 。 
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。 
En 


1) z=2, - 工 
例 站 2 一 3 于 
1 


Du 


ba 2 2 加 
五 ”本 HT DVT TE (TT 
有 时 候 我 们 还 需要 对 偏 导数 再 求 偏 导 数 一 -一 这 就 是 所 谓 二 阶 
信 导 数 ， 二 元 函数 有 四 个 这 样 的 偏 导数 
Ou Ou Ou Or 
2” Wy’ Wr 全 
但 是 在 这 些 导数 连续 的 场合 ,上面 所 写 的 第 二 和 第 三 个 (所 识 混合 
导数 ) 可 以 证 明 是 相同 的 : 
Ou Ow 
yy Wr" 
例如 , 就 前 面 所 考虑 的 第 一 个 西数 而 论 ， 
en dl 
Wm’ HW Wo VF oF 多 
读者 可 立即 看 到 混合 导数 是 相同 的 ， 
对 于 多 元 鲨 数 , 正 像 对 于 一 元 函数 一 样 ,我 们 也 可 以 引入 微分 





为 明确 起 见 , 让 我 们 来 看 二 元 函数 
zy lo, Y). 
车 它 有 连续 的 偏 导数 ， 则 我 们 可 以 证 明 , 相应 于 自 变量 增 基 如 与 
如 的 座 数 增 量 
=f (rthe, y+hy) 一 Fo Y) 
可 以 写成 和- 六 如 + 攻 ytav Cn) + CO 


其 中 名 与 名 是 西数 在 点 (z 切 上 的 信 导 数 , 而 量 e 隧 党 如 与 


入 而 定 ,并 且 当 o>0, ly->0 时 a>0. 
上 式 右面 最 初 师 项 之 和 
af 


4 
tiy 
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线性 地 9 随 着 do 与 如 而 定 ， 称 为 西数 的 澡 分 最 后 一 项 里 边 有 
着 归 各 与 如 一 起 趋 零 的 因子 a, 所 以 就 表明 z 与 y 的 共同 变化 
的 量 
DEC 
而 论 , 这 一 项 是 关于 p 的 高 阶 无 穷 小 . 
这 里 是 被 分 概念 应 用 的 一 个 例子 。 钟 摆 振 动 的 周期 是 按照 下 
列 公式 来 计算 的 : 
r-x 克 
其 中 i 是 所 的 长 度 而 g 是 重力 加 速度 、 我们 假定 已 知 1 与 9 分 别 
有 误差 用 与 49。 于 是 我 们 在 计算 卫 时 所 招致 的 误差 将 等 于 与 自 
变量 增 最 名 和 49 相对 应 的 增 量 47. 近似 地 以 9 替代 4 则 
有 
Ne a vid 
ears( 7 ) 
我 们 不 知道 4 与 4g 的 正 负 号 ,但 显然 可 以 从 下 面 的 不 等 式 
来 估计 如 


人 
而 在 两 面 各 除 以 卫 人 


人 < I$t+ le). 
所 以 ， 在 实际 上 可 以 认为 pe 1 与 g 的 相对 误差 
的 平均 值 . 

为 了 记 法 的 对 称 起 见 , 自 变量 的 增 景 如 与 如 通常 记 作 dz 与 
dy, 并 且 也 称 为 这 些 自 变量 的 微分 。， 用 了 这 样 的 记 法 , 函数 = 
fc 4 3) 的 微分 就 可 写成 

岂 - 信 ta+ 吕 四 + 如 四 


每 次 当 我 们 必须 时 多 元 函数 发 生 关 系 的 时 候 (而 这 在 分 析 对 


了 D 一 般 地 说 , 正 数 Az 十 By 十 C( 其 记 4, B,C 为 常数 ) 称 为 5 与 y 的 线性 首 数 . 医 
Cm~0， 则 称 为 齐 次 线性 函数 。 在 这 里 我 们 省 路 了 “ 齐 次 ”字样 。 
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靶 术 与 物理 学 问题 的 大 量 应 用 中 是 常 有 的 事 ), 偏 导 数 起 着 巨大 的 
作用 ， 关 于 怎样 从 一 个 函数 的 偏 导数 的 狂 质 来 恢复 这 个 函数 的 问 
题 ,我 们 还 将 在 第 二 卷 第 六 章 中 看 到 . 
下 面 我 们 就 偏 导 数 在 分 析 中 的 应 用 举 出 一 些 最 简单 的 范例 . 
陷 西 数 求 导 法 ” 设 有 2 的 牌 函 数 y 由 方程 
了 (cc 有 一 0 《38) 
给 出 ,而 我 们 需要 知道 这 函数 的 导数 ， 若 2, y 满足 等 式 (38) 而 我 
们 给 ”以 增 量 如， 则 4 将 得 到 那样 的 增 量 4, 使 得 = 十 4 与 
y+ 妨 又 满足 (38)， 所以? 
卫 (z+4 如 ,9 十 芭 ) —F (oe, 切 


据 此 ,只 要 <0 就 有 


这 样 , 我们 得 到 了 一 个 对 zx 的 胸 函 数 % 求 导数 的 方法 , 可 不 必 先 把 
方程 (38) 对 gy 解 开 . 

极 大 与 极 小 问题 车 一 个 函数 , 比如 说 二 元 函数 z 一 Fw, 9)， 
在 点 (ca，sp) 达到 极 大 ， 也 就 是 说 ， 若 对 于 令 近 (eco, go) 的 一 切 点 
Ce, 9Y) 有 (wo, go)>F(c, 9)， 则 这 一 点 也 应 当 是 曲面 z=f (2, y) 
被 平行 于 Or 或 Oys 的 平面 记 截 出 的 曲线 上 的 极 高 点 ， 所 以 在 这 
样 的 点 上 必然 满足 条 件 

fz, =0, fole, Y=0. (39) 
在 局 部 极 小 的 点 上 也 应 当 满 足 间 样 的 条 件 .所 以 函数 的 最 大 与 最 
小 值 首先 应 当 在 满足 条 件 (39) 的 点 中 去 寻求 . (此 外 , 不 要 忘记 在 
函数 定义 域 边界 上 的 点 以 及 函数 的 导数 不 存在 的 点 ， 旭 果 有 的 
话 .) 
1 我 们 法 定 了 人 z, 切 有 连续 的 对 z 与 y 的 导数 ， 
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为 了 要 确定 所 找到 的 满足 条 件 (397 的 点 实 味 上 是 不 是 极 大 或 
极 小 点 ,往往 要 利用 各 种 各 样 间接 的 推论 ， 例 如 ,车 根据 某 种 理 白 
已 知 函 数 可 微 并 且 在 区 域内 部 达到 极 小 ， 而 让 那里 只 有 一 个 满足 
条 件 (39) 的 点 , 则 显然 就 在 这 一 点 上 达到 极 小 . 

举 一 个 具体 的 例子 来 说 ， 假 设 我 们 要 用 铁皮 做 一 个 (无 闽 的 ) 
具有 已 知 容积 六 的 长 方 僵 , 使 所 耗费 的 材料 尽 可 能 他 少 、 若 把 这 


盒 底 的 两 边 记 作 = 与 % 则 盒 高 hh 将 等 和 豆 因而 盒 的 表面 积 S 
将 由 z 与 9 的 函数 : 

pt . 下 对 

Swyt 二 (25+2y) 一 oy+37 (二 + 本) (a0) 


表 出 ， 因 为 “与 乡 按照 古 意 应 当 是 正 的 , 所 以 问题 归结 于 从 (w, 功 
举 标 平面 第 一 象限 内 的 一 切 点 (w, 切中 求 出 画 数 Sto, 的 的 投 小 ， 
这 一 个 区 域 我 们 记 作 G 

阁 在 区 域 台 的 芽 一 点 上 函数 达到 被 小 ,出 在 这 一 点 上 偏 导数 
必须 等 于 地， 

as 2 27 
从 -9 中 -0 偶 -o- a =0, 
即 yz 一 2y, zy? 一 27， 从 而 得 到 愈 的 长 、 宽 、 高 : 
-yy 及 hE dd0 

我 们 已 经 解决 了 所 提出 的 问题 ， 但 是 完全 不 曾 朋 明 解答 的 候 
据 ， 严 格 的 数学 家 将 对 我 们 说 ,“ 你 们 一 开始 就 假定 在 所 设 条 件 下 
和 有 表面 积 最 小 的 例子 在 在 , 而 从 这 个 假定 出 发， 找到 了 它 的 长 、 宽 - 
高 。 因此， 直到 现在 你 们 记得 到 的 还 只 是 这 样 的 论断 。 如 果 在 
内 有 使 画 数 8 达到 航 小 的 点 人 a, 归 存 在 , 那 未 它 的 坐标 必须 由 等 
式 (4 来 确定 ， 请 先 证 明 8 在 @ 上 有 极 小 存在 , 我 才 认 为 你 们 的 
结果 正确 .” 这 意见 是 有 充分 道理 的 ， 因 为 就 全 我 们 的 郴 数 呈 来 
说 , 我 们 马上 可 以 看 到 它 在 区 筷 日 中 是 没有 极 大 的 ， 我 们 要 指出 
怎样 才 可 以 确认 在 这 一 场合 我 们 的 西数 真正 在 区 域 日 的 菜 一 点 
(6, 巷 上 达到 它 的 极 小 。 
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我 们 将 在 这 里 到 作 根 据 的 而 且 帮 分析 中 可 以 十 分 严格 地 
如 以 证 明 的 基本 论断 如 下 所 
述 ， 车 一 元 或 多 元 函数 在 
某 一 个 由 边界 围 成 并 用 包 食 
边界 在 内 的 有 限 区 域 吾 上 
处 处 连续 , 则 在 豆 中 总 至 少 
有 一 点 ， 使 这 函数 达到 极 小 
( 极 大 )。 借助 于 这 个 论断 ， 
我 们 就 森 难 彻底 地 来 分 析 我 
们 的 例子 。 

让 我 们 取 定 区 域 G 的 任 
何 一 点 (mo, yo), 设 在 这 一 图 29 
点 上 SCeo, Yo) 一 入。 其 次 ,让 我 们 取 定 一 个 同时 满足 不 等 式 
再 >N， 2VR>N 的 数 R, 并 作 一 边 长 为 如 的 正方 形 Qn 如 图 29， 
其 中 4B-~OD- 亏 

让 我 们 在 区 域 G 的 位 于 正方 形 Qn 外 部 的 点 上 来 估计 函数 


全 to, 幼 的 下 界 ， 藻 区 域 G 的 点 有 模 坐 标 < 元 ， 风 





Ste 9) tp (St) > 二 >27R>N， 


类 似 地 ,车 区 域 如 的 点 有 纵 坐 访 y< 喜 , 则 也 有 六 > 入 ,其 次 ,车 
区 域 他 的 点 有 覃 坐标 e> 去 而 位 于 直线 4 之 上 ,或 者 有 纵 华 村 
> 志 而 位 于 直线 CB 之 有 , 则 

So y) >y> 下 全 BR>N， 

这 样 ， 对 于 区 肯 9 的 在 正方 形 ge 外 部 的 一 切 点 ， 有 有 不等式 
&Stz, > 成立 ， 又 因为 8(zo, yo) 一 入 ， 所 以 点 (qo, 加 ) 属 于 正 
方形 , 因此 我 们 的 莉 数 在 9 上 的 所 小 就 等 于 它 在 正方 形 上 的 裕 
小 。 
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但 是 函数 S(z, 幼 在 这 正方 形 的 内 部 及 边界 上 连续 ， 了 于 是 要 
据 上 述 论断 在 正方 形 中 有 一 点 (e, 急 ， 使 我 们 的 函数 在 正方 形 上 
达到 极 小 , 因此 也 就 在 我 们 的 区 域 G 中 达到 极 小 。 至 此 ， 极 小 的 
存在 已 得 到 证 明 . 

在 对 定义 于 无 限 区 域 上 的 函数 寻求 极 大 或 极 小 时 ， 我 们 可 以 
怎样 来 进行 讨论 ,上 面 所 引用 的 推论 就 是 一 个 范例 . 

内 勒 公式 ”多 元 函数 , 也 跟 一 元 函数 一 样 , 可 以 用 泰勒 公式 来 
表达 . 例如, 把 函数 

v=f lz, y) 
在 点 (zo, go) 的 邻近 展开 ,车 限于 sw 一 eo 与 y 一 go 的 一 次 及 二 次 
等, 就 有 如 下 形式 ， 
fx, Y=f (ro, Yo) + [fs Co, Yo) (一 oo) 十 用 Czo yo) (一 yo 
+ 计 5Gew, yO) (oa) ?+ eo, 40) (2— a0) 
(Yy~Yo0) + fw wo, Yo) (Y— Yo)"] + Ra, 
这 时 ,车 函数 了 (w, 9) 有 连续 的 二 阶 偏 导 数 , 则 当 
7 一 Mo 十 从 -05 

即 点 人 o, 幼 与 (zx %) 之 间 的 距离 趋 零 时 ， 余 项 Rs 要 比 7? 更 迅速 
地 趋 于 零 。 泰勒 公式 提供 了 一 种 极 普遍 的 工具 , 借以 给 出 各 种 函 
数 并 近似 地 计算 它们 的 数值 . 

我 们 要 指出 ， 借 助 于 这 个 公式 我 们 也 就 可 以 解决 上 面 所 提出 


的 关于 在 纹 - 呆 ~ 0 的 点 上 函数 究竟 有 没有 级 大 或 发 小 的 同 


题 ， 事实 上 , 若 这 些 条 件 已 在 某 一 点 (zo, yo) 上 成 立 ， 则 根据 泰 动 
公式 ， 对 于 邻近 (oo, go) 的 点 (2z, 9) 来 说 ,函数 值 将 与 fGzw yo) 相 
差 下 面 的 量 : 

Ge 9) —f (vo, yo) 


- 调 [@-e)?+2BG 2) (yy tO -y+ 
(49) 
其 中 4, 加 与 0 分 别 记 点 (zo, sg 上 的 二 阶 偏 导数 产 。 /5 与 7 
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车 我 们 看 到 应 数 
Sl, WD) =A(m—g0)s+2B (2—20) (y —yo) +O(y ~ Yo) 
对 于 任意 的 、 不 同时 等 于 零 的 2 一 zo 与 y 一 yo 都 是 正 的 ， 则 在 这 
种 场合 等 式 (42) 的 整个 右面 对 于 微小 的 z 一 zo 与 y 一 yo 将 是 正 
的 ， 因 为 在 "一 ze 与 4 一 和 充分 小 时 , 量 Rs 的 绝对 值 显然 小 于 


溃 D(@, 巷 ， 由 此 可 见 榴 数 了 这 时 在 点 (zo, yo) 达到 极 小 . 反之 ， 


若 丽 数 Tle, 奶 对 于 任意 的 2 一 eo 与 9 一 yo 都 是 负 的 , 则 这 就 使 等 
式 (42) 的 整个 右面 对 于 微小 的 2 一 zo 与 9 一 % 也 为 负 值 ， 因 而 在 
点 (zo, yo) 上 有 极 大 . 

在 更 复杂 的 场合 , 必须 考虑 泰 勤 公式 中 二 次 以 后 的 各 项 . 

关于 三 元 及 更 多 元 函数 的 极 大 与 极 小 问题 也 可 用 完全 类 但 的 
方法 来 讨论 ， 作 为 一 个 练习 , 读者 可 以 自己 来 证 明 下 面 的 结果 ; 设 
在 空间 已 给 定 的 点 

已 (or Ys, 0)，Pa(za ge， 73), **, Pown, Yn, 3) 
上 分 别 安置 著 已 知 的 质量 
aa， Tes 

这 一 组 质量 对 了 《zw, y, 2) 点 的 力矩 让 等 于 每 一 质量 习 上 它 到 了 
点 距离 的 平方 , 再 一 一 相 加 : 


CE 


而 这 一 组 的 所 亩 重心 有 坐标 





Dm Dm DP mea 
Be YO 
Dm ZZm 


Ei [i 做 
落 把 书 点 放 在 重心 上 , 好 就 取得 所 有 可 能 人 中 的 仅 小 
相对 极 大 与 极 小 ”对 于 多 元 函数 还 可 以 提出 一 种 稍微 不 同 的 
极 大 与 极 小 问题 ， 让 我 们 用 简单 的 例子 来 说 明 。 设 已 知 一 圈 ， 其 
半径 为 及， 而 我 们 要 从 这 回 的 一 切 内 接 和 矩形 中 求 出 一 个 具有 最 大 
西 积 的 论 形 。 允 形 的 面积 等 于 它 的 两 边 的 乘积 2y, 其 中 与 都 


169 。 


是 正 的 而 且 在 这 一 场合 还 有 关系 式 必 十 六 一 (2 到)* 加 以 联系, 如 
图 30 虽然 可 见 ， 这 样 , 我 们 就 只 要 从 满足 关系 式 必 + 力 一 4B* 的 
与 4Y 中 去 寻求 笑 数 7(z, 押 一 中 的 极 大 ， 

在 实 正 中 很 类 繁 地 发 生 类 似 的 问题 
就 是 我 们 需要 只 从 满足 某 一 关系 式 

po,) —0 
的 了 与 9 中 求 出 某 一 函数 fz, 9) 的 极 大 
(或 极 外 )。 
风色 当然 ， 我 们 可 以 先 汉 方程 p(w, 办 一 0 

对 y 解 开 , 把 万 得 到 的 y 的 表达 式 代入 f(g, 妇 ,然后 对 一 元 4 的 冰 
数 求 通常 的 极 大 。 但 这 一 条 路 往往 是 复杂 的 ,而 且 有 时 候 是 行 不 
通 的 . 

为 解决 这 一 类 的 问题 ,在 分 析 中 产生 了 一 种 更 便利 的 方法 , 称 
为 拉 格 朗 电 村 数 法 ， 它 的 用 意 是 十 分 简单 的 。 让 我 们 考虑 面 数 

Flo, Y) = %, 人 + 人， 

式 中 是 一 个 任意 常数 , 显然 ,对 于 满足 条 件 pz, 众 一 0 的 与 
Ze, 幼 的 什 襄 跟 f(e, 护 的 站 同 . 

对 于 函数 (x, 9) 我 们 将 在 %, 4 没有 任何 联系 的 情况 下 来 寻 
求 航 大 ， 在 瓜 大 点 上 必须 遵守 条 件 -Se 一。 一 3， 也 及 是 


3 
如 4 如 -0 (48) 





至 二 器 =0. (44) 

在 一 (z, 引 极 大 点 上 的 2 与 y 值 就 是 方程 组 (48), 《44) 的 一 
组 解 而 且 当 然 原 这 些 方 各 中 所 含 的 系数 入 有 关系 。 现 在 我 们 假 鸯 
已 经 选 定数 % 使 得 极 大 点 的 坐标 满足 条 件 

9(o, 2 一 0. (45) 
于 是 这 一 点 也 将 是 原来 的 问题 中 的 局 部 极 大 点 . 
了 当 热 这 虹 所 说 的 是 在 函数 Fa 芭 的 定义 壤 内 部 所 法 到 的 家 大， 卫 数 了 2 从 
与 po 幼 闻 人 定 是 可 宙 的 。 
sl70» 


事实 上 , 我 们 可 以 用 几何 方法 像 下 痪 这 样 来 看 我 们 的 门 球 , 两 
数 ,jw, 切 己 在 某 一 个 区 域 y 


G 中 给 定 (图 型 )， 满 足 条 a 
件 gc, 巷 一 0 的 通常 是 茶 As 
一 条 曲线 工 的 点 . 我 们 要 在 \ 


曲线 荆 的 点 上 求 出 fe, 功 


二 
的 最 大 值 ， 若 Pa, 切 在 有 Sa 
线 工 的 点 上 达到 极 大 , 则 从 
这 一 点 向 任何 一 面 作 不 大 的 。 “| 站 


位 称 ,包括 沿 曲线 工 的 位 移 es 

在 内 ,lz, 切 都 不 增 大 但 在 沿 荆 移动 时 玉 (z, 切 的 值 跟 
Ji 级 的 相同 , 这 就 是 说 , 在 沿 晶 线 作 微小 位 移 时 函数 Jo, 仍 也 
不 增 大 , 因此 在 这 一 点 上 有 局 部 极 大 . 

这 些 设 想 提 出 了 解决 问题 的 简单 方法 , 让 我 们 构成 方程 (43)， 
(44)，(45); 对 未 知 数 2, y, 入 来 求解 这 方程 组 ， 得 到 一 组 或 几 组 
:; 

(ea gh M), (pa, Ys, Me), (46) 
在 点 (za, gm， (oa Yo),… 之 外 ,还 要 加 入 曲线 也 在 穿 过 区 域 @G 时 
所 碰 到 的 G 的 边界 点 ,然后 从 所 有 这 些 点 中 挑 出 那 一 个 使 Fo, 9) 
取得 最 大 (或 最 小 ) 值 的 点 . 

当然 , 我 们 的 启发 推论 还 丝毫 不 曾 证 明 这 个 方法 的 正确 性 . 事 
实 上 ， 我 们 并 未 证 明 ， 当 入 站 某 值 时 所 每 到 的 函数 环 (c, 9 的 极 
大 点 就 是 那个 使 f(z, 9)， 对 此 线 工 的 邻 点 来 说 ， 达 到 局 部 极 大 
的 点 ， 但 是 我 们 可 以 证 明 一 一 而 这 是 在 所 有 分 析 教 本 中 看 得 到 
的 一 -了 (w, 奶 在 曲线 古 上 的 任何 局 部 家 大 点 (zo, %p) 痢 可 依 上 述 
方法 求 出 ， 只 要 在 这 一 点 上 导数 gs(Zo, 90), yzo, Yo) 不 同时 变 
为 字 D. 


1) 在 斯 关 尔 诬 夫 < 高 等 数学 教程 >《〈 佐 一 第 二 分 册 第 427 页 ) 中 谈 者 可 以 技 弄 一 个 
简单 的 例子 ， 说 明 我 们 考 机 械 地 应 用 拉 茹 明日 方法 而 附 了 上 百 所 列举 的 点 外 不 去 考虑 
羞 生 斌 站 定 《(45) 又 满足 条 件 9 feo, 30) 一 0， Fb Gros 3o) 一 0 的 点 ， 则 直 于 最 后 这 个 特 
征 , 襄 求 不 出 解 管 染 。 
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让 我 们 把 在 这 一 小 节 开头 所 引述 的 例子 用 拉 祝 朗 日 方法 来 六 
解 。 在 这 一 场合 f(z, 一 2y; 9(2, 9) 一 加 十 妨 一 489。 构成 方程 
(43), (44), (45), 
y+2ar=0, za 二 21 一 9， P+ mAB, 
考虑 到 与 y 都 是 下 的 , 由 这 方程 组 得 到 唯一 的 解 ， 


“y=RVT (0 一- 至). 


对 于 这 样 彼此 相等 的 二 与 多 也 就 是 说 , 在 内 接 正 方形 的 场合 ， 面 
积 确 实 达到 极 大 ， 

拉 格 并 日 方法 还 可 推广 到 三 元 以 及 更 多 元 函数 的 场合 ， 类 似 
条 件 (45) 的 辅助 方程 在 这 时 可 以 有 好 几 个 (但 少 于 元 数 )， 并 且 就 
得 引入 相应 数目 的 辅助 乘 数 . 

这 里 是 关于 寻求 相对 极 大 或 极 小 问题 的 另外 两 个 例子 . 

例 1 要 制造 一 个 有 已 知 容积 六 的 无 盖 圆 桶 ， 在 怎样 的 高 度 
天 及 怎样 的 半径 了 时 所 用 的 铁 片 材料 最 省 ? 也 就 是 说 , 桶 的 表面 积 
为 最 小 ? 

这 问题 显然 可 归结 于 寻求 + 与 h 二 元 函数 

flr, 有) —2rrh+ rr 
的 极 小 ,但 附 有 条 件 rr 站 一 挛 ， 这 条 件 可 写成 
pr, 从 一 az 所 一 到 一 0. 

例 2 有 有 一 个 动 点 须 从 
碌 前 进 至 B( 图 32)。 在 4 
一 段 路 程 上 它 以 速度 中 移 
动 , 而 在 MB 一段 路 程 上 以 
速度 %4 移动 ， 问 点 用 应当 
放 在 直线 DZD 的 哪 一 点 上 ， 
这 动 点 才能 最 迅速 地 让 4 至 
如 通过 全 愉 ? 

让 我 们 取 已 在 图 32 中 标 出 的 角 “与 B 作 为 未 知 数 ， 自 点 4 
与 召 癌 直线 DD' 所 作 重 直线 的 长 度 4 与 也 以 及 这 两 个 垂 足 之 问 
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的 距离 “ 都 是 我 们 所 已 知 的 .。 容易 看 出 , 动 点 通过 全 程 的 时 间 可 
由 公式 








jla, A) = 2 


Vicosa vac08p8 
表 出 ， 我 们 要 把 这 个 表达 式 的 极 小 找 出 来 , 但 不 能 忘记 在 a 与 8 


之 间 有 关系 式 
atgatbtg B=o0. 


所 引述 的 两 个 例子 疙 者 都 可 以 自己 应 用 拉 格 朗 日 方法 来 求 
解 ， 在 第 二 个 例子 中 容易 看 到 , 当 点 姥 在 最 有 利 的 位 置 时 有 条 件 
Sn G a 
ging %s 
成 立 ， 这 就 是 著名 的 光线 折射 定律 。 这 样 ， 当 光线 从 一 种 介质 射 
将 粤 一 种 介质 时 ， 它 所 受到 的 届 折 总 使 它 以 最 短 的 时 间 从 一 种 介 
质 的 一 点 到 达 另 一 种 介质 的 一 点 ， 这 一 类 的 结论 已 经 不 仅 有 计算 
上 的 ,而且 还 有 极 大 的 认识 上 的 填 味 ; 它们 促使 精确 的 自然 科学 去 
进 宽 自然 界 的 更 深奥 和 普遍 的 规律 性 . 
最 后 ,我 们 要 指出 ,在 用 拉 格 朗 日 方法 解 题 时 所 引入 的 敢 数 入 
并 非 仅仅 是 一 些 辅助 的 数 ， 它 们 是 每 次 跟 各 个 特殊 问题 的 本 质 有 
密切 联系 的 , 并 且 具 有 跟 该 问题 有 关联 的 具体 意义 . 
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在 $ 10 中 我 们 把 和 式 
如/CDdn 
当 区 间 -x, 如 的 最 大 分 段 dz 趋 于 零 时 的 极限 称 为 通 数 7(z) 在 区 
间 [, 如上 的 定 积分 尽管 确实 有 这 种 极限 在 在 的 函数 了 (z) 是 包 
罗 很 广 的 一 类 (可 积 画 数 关 )， 特 别 是 一 切 连续 函数 以 及 共 至 于 许 
多 间断 郴 数 也 都 包括 在 内 但 这 类 二 数 有 着 严重 的 缺点 。 把 两 个 
可 积 函数 相 加 、 相 减 、 相 乘 以 及 在 一 定 条 件 下 相 陈 , 我 们 可 以 证 明 
;得 全 
所 得 到 的 本 区 又 是 可 积 的 ， 对 于 妈 2 ， 只 要 量 -二 GJ 在 [wm 如 
173， 


中 右 界 ,这 是 无 沦 如 何 正确 的 .但 车 我 们 从 一 连 市 可 积 画 烤 天 (2)， 
(7)， a(@@，… 经 过 取 极 恨 的 步骤 而 得 到 某 一 画 数 ,使得 
7 四 到 九 @， 


对 于 [a, 如 中 的 一 切 2 成立 , 列 级 恨 函 数 jz) 林 必 一 定 是 可 积 的 . 

在 许多 场合 , 上 述 这 种 情况 以 及 其 他 一 些 情况 , 都 在 广泛 应 用 
极限 过 程 的 数学 工具 本 身 中 造成 异常 的 错综复杂 . 

这 种 处境 的 出 路 是 在 积分 概念 的 进一步 推广 中 找到 的 ， 在 这 
样 的 揽 广 中 最 重要 的 就 是 勒 贝 格 积分 ， 谈 者 可 以 在 讲述 实 变 画 数 
论 的 第 三 卷 第 十 五 章 中 看 到 ， 我 们 在 那 星 炎 说 一 说 实践 上 极 重要 
的 关于 积分 在 其 他 方面 的 推广 . 

重 积分 “我们 已 经 雏 悉 了 在 一 维 区 域 一 -区 间 一 一 上 所 给 定 
的 一 元 函数 的 积分 过 程 。 供 类 似 的 过 程 还 可 能 推广 到 在 相应 区 域 
上 所 给 定 的 二 元 、 三 元 以 及 一 般 地 说 多 元 函数 。 

例如 , 设 在 直角 坐标 系 中 已 给 定 曲面 

3 一 jc, y), 
而 在 Ozy 平面 中 已 给 定 由 闭 曲线 工 所 困 成 的 区 域 G， 我 们 要 确 
定 由 这 个 曲面 、Owy 平面 及 
通过 曲线 工 而 母线 平行 0z 
缸 的 柱 面 所 围 成 的 体积 (图 
383. 为 了 要 解决 这 个 问题 ， 
我 们 用 任何 平行 于 02 与 Oy 
轴 的 直线 网 把 平面 区 域 G 划 
成 小 的 分 区 ， 并 把 其 中 成 为 
完全 和 矩形 的 分 区 逐一 编导 : 
图 33 G1, Ga Ghn. 

着 直 线 网 充分 地 细密 , 则 区 域 8 的 绝 大 部 分 已 被 编 了 号 的 矩形 所 
占 尽 ,我 们 在 每 一 个 这 样 的 矩形 中 选 定 任意 一 点 : 

(€3, 人 )， 人 0 
并 且 为 简便 起 见 ， 不 仅 用 9 记 和 矩形 而 且 还 上 用 G; 记 这 短 形 面积 的 
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数值 ， 于 是 让 我 们 构成 和 式 
Sn=f (E1 TGS na) Gat tf (En, ro) Gn 


Bf, wo. Gan 


晃 然 ,车 曲面 是 连续 的 而 直线 网 充分 地 细密 , 则 我 们 可 以 使 这 
个 和 式 跟 所 求 体积 六 任意 地 接近 ， 若 在 分 区 划 得 印 来 愈 小 ( 即 连 
各 矩形 对 角 线 中 的 最 大 的 也 趋 于 零 ) 时, 取 和 式 (47) 的 极限 , 我们 
就 准确 地 求 得 了 我 们 的 体积 ; 


lim /CE Gr. (48) 


mas G0-+0F 

由 分 析 的 观点 看 来 , 要 确定 体积 挛 ， 就 需要 对 函数 .jz, 人 及 
它 的 定义 域 G 作 等 式 (48) 左面 所 指出 的 某 种 数学 运 备 ， 这 种 运 
算 称 为 在 区 域 G 中 的 积分 运算 ,而 运算 的 结果 是 函数 了 在 区 域 
G 上 的 (二 重 ) 积 分 ， 这 结果 通常 是 这 样 记 写 的 ， 


jj je Dy lm WO (人 


人 

类 似 地 我 们 可 以 定义 三 元 函数 在 三 维 区 域 9 上 的 积分 , 这 个 
区 域 G 是 空间 的 某 一 各 形体 ， 我 们 又 把 区 域 G 划 成 小 的 分 区 ,但 
这 次 万 用 的 ,是 眼 空间 举 标 平面 相 平行 的 平面, 从 这 些 分 区 中 间 扩 
出 完全 的 长 方 体 并 逐一 编号 ， 

Gu Go Gu 
在 每 一 个 长 方 体 中 取 一 个 任意 点 ; 
《和 
并 构成 和 式 
S- 妆 1Go mm 20Gv (50) 


其 中 @ 就 表示 长 方 体 G4 的 体积 .最 后 ,我 们 把 f(z, y, 四 在 区 域 
G 上 的 积分 定义 为 和 式 (50) 当 最 大 直径 4(G) 趋 于 零 时 的 极限 


村 wwe- (zy Ddvdyds, (51) 
让 我 们 来 看 一 个 例子 。 试想 象 区 域 G 充 满 了 一 种 不 均 名 区 
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质量 ,而 且 表达 质量 在 G 中 分 布 密度 的 通 数 plz, 9 分 是 已 知 的 . 
质量 在 点 (2, y, 2) 的 密度 p(w, y, 七 被 定义 为 : 包含 点 (z, 9, 在 
内 的 任何 小 区 域 的 质量 与 其 体积 之 比 ， 当 这 区 域 的 直径 ?> 趋 十 鹤 
时 的 极限 。 为 了 要 确定 物体 G 的 质量 , 我 们 自然 要 推论 如 下 。， 时 
一 连 串 腿 坐 标 平面 平行 的 平面 把 区 域 8 划 成 小 的 分 区 , 并 把 其 中 
成 为 完全 长 方 体 的 逐一 编号 : 

Gu Ga, …， Gu. 
著 划 分 4 的 平面 充分 地 细密 , 草 我 们 即使 把 非 完 全 长 方 体 区 域 的 
质量 略 去 而 把 每 一 个 正则 区 域 %( 完 全 长 方 体 ) 的 质量 近似 地 由 
下 列宁 积 来 确定 : 

p(s, mn LO Gs, 
其 中 (后 加 从 是 乓 的 任意 一 点 ,也 将 招致 很 小 的 误差 。 结果 质 
嫩 如 的 近似 值 将 由 和 式 


六 oo mw LG 


次 出 , 而 其 准确 的 表达 式 显 然 是 这 一 和 式 当 G4, 的 最 大 直径 趋 于 零 
时 的 极限 , 即 


了 -人 et y, Dardyar—, Him 加 oo mw WG. 
[a 


max dm0 TI 


积分 (49) 与 (8) 分 
别 有 二 重 与 三 重 积分 之 
称 . 

让 我 们 来 考察 一 个 
导致 二 重 积分 的 问题 . 
试 超 象 在 平面 上 有 水 流 
二 。 过 ， 同 时 ,在 平面 的 不 

同好 点 有 地 下 的 水 以 不 

对 人 同 的 强度 fw, 奶 渗 出 
米 ( 或 者 ,反之 ,有 水 流入 土壤 )， 让 我 们 选 定 一 个 由 闭合 周 界 所 图 
1) 一 个 区 域 的 两 点 之 赔 距 离 的 上 确 界 鞠 为 这 区 域 的 直 返 。 
"li6. 








成 的 区 域 G( 图 34), 并 且 假 定 我 们 已 知 鹿 度 flz, Y)， 即 对 于 区 
域 9 的 每 一 点 已 知 每 分 钟 每 平方 公分 平面 上 所 淆 出 的 地 下 水 的 
数量 (在 地 下 水 滩 出 的 地 方 , fw, y) >0， 而 在 水 从 土壤 中 流 走 的 
地 方 , f(%, 妨 <0). 问 在 整个 区 域 G 中 每 分 钟 渗 出 多 少 水 ? 

车 我 们 把 区 域 9 划 成 不 大 的 分 区 , 在 每 一 分 区 上 把 jz, 作 
当 作 阿 定 不 变 来 近似 地 计算 渗 出 的 水 量 ， 然 后 在 分 区 划 得 愈 来 您 
小 时 取 极 限 , 则 我 们 就 得 到 土壤 所 放出 的 总 水 量 的 积分 式 : 


Ne wma 


最 先 引 用 二 重 积分 的 乃 是 欧 控 。 现 在 在 各 种 极 不 相同 的 计算 
与 研究 中 二 重 积分 已 成 为 经 常 使 用 的 工具 . 

我 们 可 以 证 明 一 一 但 这 不 在 我 们 的 讨论 范围 之 上 内 一 一 重 避 分 
的 计算 一 般 地 可 以 化 成 寻常 一 维 积分 的 又 次 计算 . 

线 积 分 与 面积 分 ”最 后 , 我们 应 当 指出 , 积分 还 可 以 有 另外 两 
种 推广 。 例如 ,要 确定 对 于 沿 著 已 知 曲线 运动 的 质点 所 施 变 力 的 
功 , 自然 地 引导 到 所 调 曲 线 积分 ;而 要 寻求 以 己 知 面 密度 连续 地 分 
布 着 电 的 曲面 上 的 总 电荷 , 则 引导 到 一 种 新 的 概念 一 一 曲面 积分 ， 

设 在 空间 有 液体 流 过 (图 35) 而 同时 液体 粒子 在 点 (@, 妇 的 速 
度 由 函数 了 (wm, 办 表 出 。 这 样 ， 速度 是 跟 无 关 的 。 车 我 们 要 和 想 
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确定 每 分 钟 流出 周 界 73 之 外 的 液体 数量 ， 则 可 推论 如 下 ， 把 一 
划分 为 小 眉 ds, 流 过 一 小 段 如 的 水 县 就 近似 地 等 于 图 35 中 加 
有 阴影 的 , 好 像 是 在 一 分 钟 内 从 局 界 这 一 段 挤 出 来 的 一 小 股 液体 . 
和 加 有 阴影 的 平行 四 边 形 的 面积 等 于 
Pils, PW “dcosm, 
式 中 “是 “ 轴 的 方向 2 与 从 ( 册 周 界 信 所 图 成 的 ) 区 域 G 向 外 所 
作 的 切线 方向 ( 沿 着 这 切线 就 可 以 近似 地 当 作 是 曲线 段 hs 的 方 
向 ) 的 悉 线 元 之 问 的 夹 角 ， 把 这 样 的 平行 四 边 形 面积 一 一 相 加 ,并 
且 在 周 界 二 您 分 人 请 细 时 取 极 限 , 我 们 就 得 冯 一 分 钟 内 流 过 周 界 并 
的 水 县, 记 作 
| PC DemGi Ds, 
称 为 曲线 积分 。 若水 流 不 是 平行 的 ， 则 流速 将 在 每 一 点 (z, 9) 有 


沿 寺 轴 的 分 是 已 @o, 9) 及 沿 y 轴 的 分 量 Q(z, 引 ， 在 这 一 场合 ,可 
以 用 类 似 的 推论 来 确定 流 过 司 界 荆 的 水 量 将 等 于 


ftP le, eos(s, 司 +Qt Woos (i, Ddsn, 


当 我 们 谈 到 在 曲面 G 上 对 已 在 这 曲面 各 点 间 (z, y, 2) 上 给 
定 的 函数 7(CM) 求 积分 时 ， 这 就 是 指 下 列 和 式 在 积分 域 G 被 全 来 
愈 细 地 划 成 画 积 等 于 4o 的 分 区 时 所 趋 极限 : 


ht) y, Dag. 


对 于 重 积分 、 线 积分 与 面积 分 , 都 不 仅 有 普遍 的 计算 与 变换 方 
法 , 而 且 也 有 近似 算法 . 

奥 斯 特 洛 格 位 特 斯 基 公 式 ”在 某 一 体积 (或 平 而 区 域 ) 上 的 三 
各 (或 二 重 ) 积分 与 这 体积 表面 (或 区 域 边界 ) 上 的 面积 分 (或 线 积 


蕊 更 准确 地 滴 , 流 过 底 为 局 界 卫 而 高 等 于 工 的 柱 面 . 
吉本 为 在 曲线 上 作 很 小 的 位 移 时 坐标 4 的 微分 恰巧 等 于 cos 泡 , 罗 48 而 微分 az 
等 于 ooa( 四 客 , 所 以 最 后 这 个 积分 常常 写成 下 面 的 形式 : 


J IP, Woy—a te, Dan], 
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分 ) 之 间 友 着 极 重要 的 相 倚 性 , 这 种 相 倚 性 的 极 普遍 形式 是 在 上 一 
世纪 中 上 被 奥 斯 竺 洛 格 拉 特 斯 基 发 现 的 . 
我 们 不 准备 在 这 里 证 明 这 个 具有 广泛 应 用 的 奥 斯 特 洛 格拉 符 
斯 基 一 般 公式 ， 但 力图 在 坡 简 单 的 特殊 场合 中 用 例 竹 来 说 明 这 个 
公式 ， 
试想 像 在 土壤 的 平面 上 有 稳定 的 水 流通 过 ， 其 中 始终 有 一 部 
分 水 漏 入 土 启 经 从 土壤 里 出 玉 ， 让 我 们 选 定 某 一 个 由 周 界 耳 所 
围 成 的 区 域 G， 并 假定 对 于 这 区 域 的 每 一 点 已 知 水 流速 度 在 2 轴 
与 4 轴 的 分 量 PCz, 9) 与 Q(z, ). 
让 我 们 计算 在 点 (z, 臣 的 附近 水 以 怎样 的 强度 从 土壤 里 出 
来 ， 为 此 我 们 要 考虑 一 个 紧 蕴 着 点 人, 奶 而 两边 为 如 与 姑 的 小 
矩形 . 
由 于 速度 分 基 了 (w, y) 在 一 分 钟 内 通过 左 纵 界 而 流入 这 小 捧 
形 的 水 约 为 P(o, y)hy, 而 同时 通过 右 纵 界 而 流出 的 水 约 为 
P(w+4r, y)4y， 整 个 说 来 , 在 单位 面积 上 通过 小 正方 形 左 右 纵 
界面 流出 的 水 贡 近 似 地 等 于 
[Ptz+ 如 , y) — Pl, yAy 
ry 
若 令 如 趋 于 零 , 则 在 极限 中 得 到 
_BP 
Be 
相应 地 ,水 在 y 轴 方 向 流出 这 小 区 域 的 强度 由 量 
_aQ 
oy 
央 出 。 这 就 是 说 , 在 点 (z, 急 上 水 从 土壤 滩 出 的 强 庆 将 等 于 


从 土壤 里 出 来 的 水 的 总 量 , 像 我 们 在 以 前 所 已 经 看 到 的 那 祥 ， 
OR - 重 积分 , 即 


站 党 (可 + 如 着 人 52 


所 有 这 些 水 量 应 当 同 时 流出 周 界 也 之 外 .但 流出 周 界 开 的 总 水 
量 , 我 们 已 经 知道 , 由 荆 上 的 线 积分 


J yeas, 司 +QG Door, Dlds (53) 


表册 
量 (52) 与 (53) 的 相等 也 就 表达 了 最 简单 的 二 维扬 合 的 奥 特 
沼 格拉 特 斯 基 公 式 
apP 8 
Wi 生 部) 二 多 
=| P(e, yoosG, 2) -Qe, Weos(n, Dds. 

我 们 只 用 物 型 上 的 例子 说 明了 这 个 公式 前 意 义 。 它 是 可 以 在 
数学 上 证 归 的 . 

这 梯 ， 身 斯 特 洛 格拉 特 斯 基 的 数学 定理 反映 出 现实 的 确定 的 
规律 性 ， 草 在 上 面 的 例子 中 我 们 就 把 它 理解 为 不 可 压缩 流体 在 数 
量 上 的 保持 平衡. 

奥 斯 特 治 格拉 特 斯 基 还 证 明了 更 普 筷 的 、 把 多 维 体积 上 的 积 
分 跟 这 体积 边界 上 的 积分 联系 起 来 的 公式 ， 特 别 是 对 于 南昌 面 了 
所 图 成 的 三 维 形体 G， 这 公式 有 下 面 的 样子 

oP ,20 ,268 
民营 + 各 + 各 jaaw 
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||tPoosG, D+Qeosli, D+Reosln, Ddo, 


式 中 do 是 面 元 素 . 
值得 注意 的 是 积分 学 基本 定理 
| fda FO) F(a) (54) 


可 以 看 作 是 奥 斯 特 洛 客 拉 特 斯 基 公 式 的 一 维 场合 ， 等 式 (54) 把 区 
间 [6, 8] 上 的 积分 跟 由 两 个 端点 4 与 5 所 构成 的 “ 零 维 " 边 界 上 的 
“积分 ”联系 了 起 来 . 

公式 (5 多 可 以 用 下 而 的 比拟 来 加 以 说 明 。 试 想象 有 水 在 一 个 
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Ps 
要 YL4D 
图 36 

截 而 为 常数 s=1 的 直 管 中 流 过 ,而 水 流 的 速度 了 (z) 随 裁 面 而 异 
《图 36)， 通过 多 和 孔 的 管 壁 在 不 同 的 截面 有 水 以 不 同 的 强度 从 外 
面 渗入 管 中 (或 从 管 中 渗 出 )， 若 我 们 考虑 直 管 从 2 到 = 十 如 的 一 
段 ， 则 在 单位 时 间 内 从 这 一 女 渗 入 管 中 的 水 量 永 当 跟 沿 管 流出 与 
流入 这 一 段 的 水 量 之 差 已 (o 十 如 ) 一 下 (zc) 相 抵 。 所 以 在 这 一 段 渗 
入 的 水 量 跟 差 玉 (z 十 4z) 一 吾 (z) 相同 ， 而 强度 了 (z), 即 从 光 限 小 
的 一 段 所 渗入 的 水 量 与 该 段 距 离 之 比 , 就 等 于 ; 

了 网 一 lm To+45) — Fo) p(n) 

se Em ’ 


在 [w, 幻 畦 个 一 段 上 流入 管 中 与 流出 管 外 的 总 水 量 应 当 是 相同 的 . 
但 通过 管 壁 而 流入 的 量 等 于 ra 而 沿 管 通过 两 头 而 流出 的 
量 是 卫 (0) 一 如 (w)， 公 式 (54) 恰 巧 表 达 了 这 些 量 的 相等 ， 


§14. 级 数 


级 数 概念 ”在 数学 中 像 下 面 这 样 的 表达 式 : 


So 十 避 十 ua 十 

称 为 级 数 . 

数 ww 称 为 级 数 的 项 ， 级 数 的 项 无 穷 多 并 且 都 按照 一 定 的 次 
序 排 列 ,因此 相应 于 每 一 个 自然 数 大 有 一 个 确定 的 值 we. 

读者 应 当 注意 ， 我 们 现在 不 讲 能 不 能 计算 及 怎样 计算 这 种 表 
达 式 .在 表达 式 的 各 项 tu 之 间 都 有 大 加 号 ,这 一 情况 好 像 指 出 所 
有 的 项 必须 加 起 米 ， 但 是 它们 的 数目 无 穷 多 ， 而 数 的 加 法 只 是 就 
有 尽 个 数 的 被 加 数 来 定义 的 . 

让 我 们 把 级 数 最 初 n 项 的 和 记 作 Ss 我 们 称 它 为 级 数 的 前 mw 
项 的 部 分 和 和。 结果 我 们 得 到 数列 。 


1 红 。 





并 且 可 以 说 这 里 是 一 个 变量 Sw 其 中 =1, 2 …。 

涛 变量 & 在 co 时 趋 于 一 确定 而 有 尽 的 极限 ; 

limS,=S, 
则 级 数 称 为 收 分 这 一 个 极限 便 称 为 级 数 的 和 ， 在 这 种 场合 我 们 
写成 
8 一 to 十 乌 十 加 十 …。 

潜在 w->co 时 5 的 极限 不 存在 ， 则 级 数 称 为 发 散 , 而 在 这 种 场 仿 
青 要 说 级 效 的 和 就 没有 意义 了 23， 不 过 ,车 所 有 的 tw 有 相同 的 正 
负 号 , 则 在 这 种 场合 我 们 通常 说 级 数 的 和 等 于 正 或 负 的 无 穷 大 。 

作为 一 个 例子 , 让 我 们 来 看 一 君 公 比 为 2 的 几何 级 数 : 

工 十 @ 十 号 于 
它 的 最 初 n 项 之 和 等 于 
Se(z) = 


-eo 
1-2 
在 |z|<1 的 场合 ,这 个 和 有 极限 : 

lm S,(0) 4, 
因此 当 |z| <1 时 可 以 写成 


1 a 
ITs-1+ete te 





(#1 C5) 


车 |o|>1, 则 显然 
lim 5,(2) 一 co 


刀 我 们 要 指出 ， 级 数 和 还 可 以 有 推广 的 定义 ,得 棍 这 种 定义 我 们 可 以 或 多 或 少 自 
热 地 把 “广义 和 ”的 概念 归属 于 发 散 级 数 。 这 桩 的 级 至 就 称 为 可 求 和 的 。 以 发 做 级 数 
的 广义 和 来 作 运算 , 有 时 候 是 有 效用 的 。 
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而 级 数 就 发 类 了 ， 当 = 一 工时 稼 况 也 相同 , 这 可 以 直接 证 实 ， 因 为 
公式 (565) 让。 一 1 时 已 经 没有 意义 。 最 后 。 当 。~ 一 上 时 级 数 的 前 
项 的 和 轮流 地 取 值 + 与 0， 所 以 倒数 也 将 发 散 . 

相应 于 每 一 个 级 数 ,其 部 分 各 的 诸 信 B58,，… 构 成 一 个 
确定 的 序列 ， 级 数 的 收 代 与 再 就 决定 于 这 序列 是 否 有 极限 ， 反 
之 ,相应 于 任何 的 数 的 序列 5s，Ss，5s，…， 就 有 级 数 : 

8 二 (8 一 5 二 (Se 一 8 二 

其 部 分 和 和 便 是 这 序列 中 的 各 数 。 这 样 ， 按 序列 取信 的 变 鸣 理论 
可 以 归结 为 相应 的 级 数 的 理论 ， 而 反之 亦 迫 。 但 是 这 两 种 理论 各 
白 市 其 独立 的 意义 。 在 有 些 场合 以 直接 讨论 变 最 比较 便利 ,市 在 
努 外 一 些 场 合 则 以 考 庶 蛛 它 等 价 的 级 数 比 较 便利 , 

我 们 剖 指 出 ， 级 数 从 很 旱 的 时 候 起 就 已 经 成 为 一 种 重要 的 芽 
其, 借以 计算 和 表达 种 种 不 同 的 量 ， 首 先是 函数 自然， 数学 家 对 
十 级 狼 概 念 的 见解 在 历史 上 是 有 变现 的 ， 并 且 限 区 个 无 穷 小 分 析 
的 发 展 情形 有 紧密 联系 ， 上 述 关于 级 数 收敛 与 发 艇 的 清晰 定义 是 
在 上 世纪 初 才 同 归 它 有 关 的 发 眼 概念 一 起 形成 的 . 

若 级 效 收 航 , 则 其 普通 项 在 m 无 限 侧 增 大 时 趋 于 和 因为 
lm ~ lim (Si—8,) ~S—S8—0. 


从 后 而 的 一 失 钢 子 ,我 们 将 削 到 , 反 过 来 的 论断 一 般 地 说 是 不 
平 确 的 、 但 所 说 准则 很 有 用 , 因为 它 提供 了 级 数 收 钱 的 必要 条 件 . 
他 如 ， 公 比 为 o>1 的 几何 级 数 是 发 散 的 , 这 一 情况 从 级 数 的 普 道 
项 不 趋 于 零 已 可 断定 . 

车 级 数 由 正 项 构成 , 则 它 的 部 分 和 S。 随 着 nn 而 增 大 , 并 且 内 
可 能 有 两 种 场合 : 或 者 变量 53, 在 m 充分 大 时 成 为 大 于 任何 预先 给 
定 的 数 4， 这 时 对 于 nn 的 随后 诺 值 5 就 变 成 永远 大 于 4, 因而 
Jim 5 一 oo, 就 是 涪 , 缴 数 发 散 ;或 者 有 这 样 一 个 数 4 存在 , 对 于 于 
的 一 切 和 其 Sn 不 超过 4， 但 这 时 变量 5 将 不 得 不 趋 于 一 个 确定 、 
有 限 而 不 超过 4 的 极限 ,因而 我 们 的 级 数 将 是 收 敏 的 . 

级 站 的 收 伍 问 题 ”关于 一 个 已 缩 的 级 数 是 否 收 敛 或 发 散 的 癌 
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题 , 往往 可 以 借助 于 跟 另 外 一 个 级 数 的 比较 而 得 到 解决 。 在 这 方 
面 , 我们 所 通常 利用 的 是 下 述 准则 
若 已 知 两 个 正 项 级 数 
加 十 乌 十 十 和 
Yo 十 妇 十 十 …， 
并 二 对 于 某 一 个 值 以 后 的 一 切 自然 数 % 有 不 等 式 
th 
成 立 , 则 当 第 二 个 级 数 收敛 时 第 一 个 也 收效 , 而 当 第 一 个 级 数 发 散 
时 第 二 个 也 发 散 . 
作为 一 个 例子 , 让 我 们 来 看 级 数 
1 和 十 雪 二 二 二 二 十 泪 二 下 二 时 二 … 


这 就 是 序 谓 调和 级 数 ， 它 的 各 项 相应 地 不 小 于 级 数 


-0 二 
a Dt 





8 项 


的 各 项 , 式 中 存 一 条 横 线 上 的 各 项 之 和 都 等 于 二 
显然 ， 第 二 个 级 数 的 部 分 和 5, 随 着 而 无 限制 增 大 ,因此 调 


和 级 数 是 发 散 的 . 
和 各 强 1 
1+ 卫 + 各 + 入 + (56) 
式 中 是 小 于 1 的 正 数 ,显然 也 发 散 , 因为 对 于 任何 %n 有 


站. 过 
We (0<a<D). 


另 一 方面 ,可 以 证 明 级 数 (56) 存 a>1 时 就 将 是 收 仇 的， 我 们 在 这 
里 只 就 Kx>2 的 情形 来 证 明 ; 为 此 让 我 们 来 考虑 正 项 级 数 
(Gd)+ -4)++( + 


2 2 3 nl n 
这 级 数 是 收敛 的 , 而 旦 其 和 等 于 二 因为 其 部 分 和 
六 


名 十 工 
alate 





另 一 方面 ,其 普通 项 满足 不 等 式 : 
本 
nl mW min 二 " 

由 此 可 知 1 二 + 志 .+ 基 


亢 二 本 + 
是 收敛 的 ， 在 “>2 时 级 数 (56) 越 发 是 收敛 的 了 
我 们 还 要 引述 一 个 常常 使 用 的 关于 审定 正 项 级 数 收敛 与 发 大 
的 准则 , 称 为 达 朗 贝尔 准则 ,但 不 加 以 证 明 . 
假定 比 式 思 所 在 ” 趋 于 无 穷 大 时 有 极限 9%， 于 是 在 9<1 时 


级 数 显然 是 收敛 的 , 在 4>1 时 显然 是 发 散 的, 但 在 9= 工 时 , 级 数 
收 笋 与 否 的 问题 依然 悬而未决 . 
由 有 限 个 被 加 数 所 组 成 的 通常 和 式 并 不 会 因为 各 数 地 位 的 交 
换 而 有 所 改变 。 但 对 于 无 益 级 数 ， 一 般 地 说 ， 这 是 不 正确 的 ， 确 
有 一 些 收 化 级 数 , 只 要 把 其 中 各 项 的 位 置 交换 , 就 可 能 使 它 的 和 发 
生变 化 或 甚至 于 使 它 变 为 发 散 级 数 。 一 个 级 数 , 若 具 有 这 样 不 稳 
固 的 和 ,已 失掉 了 通常 和 式 的 一 种 主要 性 质 一 一 可 交换 性 。 所 以 
把 保有 这 种 性 质 的 级 数 区 别 出 来 是 极其 重要 的 。 这 就 是 所 请 绝对 
收复 级 数 ， 我 们 说 级 数 
如 十 乌 十 局 十 te 十 … 
绝对 收敛, 意思 就 是 说 , 由 其 各 项 的 绝对 值 所 组 成 的 级 数 
ju| 十 jsa| 十 |ta| 十 |wa| 十 … 
是 收 和 敛 的 、 可 以 证 明 ,绝对 收敛 豚 数 总 是 收敛 的 , 也 就 是 说 , 它 的 
部 分 和 5 趋 于 有 限 的 极限 、 任 何 收 剑 的 级 数 , 要 是 各 项 有 着 相间 
的 正 负 号 ,显然 ee 
氢 数 . 2o 二 3 
ST 
可 以 作为 绝对 收敛 级 数 的 一 村 
| es a =| 条 | 








fing 
a 


的 各 项 不 超过 收 敏 级 数 





十 | 三 i+ 
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1 二 + 二 + 
的 相应 各 项 
可 以 作为 收敛 而 非 绝对 收 训 级 数 的 例子 的 是 下 面 的 级 数 : 


di 


2 3 4 一 

该 者 可 试 自己 加 以 证 明 。 

函数 项 级 数 .均匀 收敛 级 数 ”在 分 析 中 常常 要 碰 到 各 项 都 由 
+ 的 函数 所 构成 的 级 数 ， 在 上 一 小 节 中 我 们 就 帮 到 过 这 种 级 数 的 
例子 ,如 级 数 1 十 @ 十 路 十 3 十 …， 它 对 于 z 的 某 些 值 是 收敛 的 ,对 
于 另外 一 些 值 是 发 散 的 ， 那 些 对 于 某 一 区 间 ( 这 区 和 闻 也 可 以 是 整 
个 实数 轴 或 半 轴 ) 内 一 切 « 值 都 收敛 的 函数 项 级 数 形 成 了 一 种 在 
应 用 上 很 重要 的 场合 ， 我 们 有 必要 对 这 样 的 级 数 逐 项 求 导数 , 逐 
项 求 积分 , 并 网 明 其 和 是 否 连 续 等 等 问题 。 若 问题 在 于 由 有 限 个 
项 所 组 成 的 通常 和 式 , 则 我 们 已 有 简单 普遍 的 法 则 、。 我 们 知道 可 
微 函数 之 和 的 导数 等 于 各 函数 的 导数 之 和 ， 连 续 函 数 之 和 的 积分 
就 是 各 渗 数 的 积分 之 和 ， 连 续 函 数 之 和 也 是 连续 函数 一 一 这 一 切 
都 是 对 有 限 个 项 说 的 . 

但 在 转 到 无 穷 级 数 时 这 些 简 间 的 法 则 ， 一 般 地 说 ， 不 再 有 效 
了 。 我 们 可 以 举 出 收敛 函数 项 级 数 的 许多 例子 ， 对 它们 逐 项 求 积 
分 与 求 导 数 的 法 则 都 是 不 正确 的 . 恰巧 同样 地 ， 当 级 数 由 连续 函 
数 项 组 成 时 ,其 和 可 以 不 是 连续 函数 ， 另 一 方面 , 也 有 许多 级 数 对 
于 这 些 法 则 的 效应 正 像 通常 有 限 项 的 和 一 样 . 

对 于 这 一 问题 的 相应 的 深刻 研究 显示 了 这 些 法 则 的 应 用 是 可 
以 预先 保证 合法 的 ， 只 要 所 考虑 的 级 数 不 仅 在 所 考虑 的 区 间 (z 的 
恋 化 区 间 ) 的 每 一 个 个 别 点 上 收敛 , 而 且 这 种 收 伍 是 对 整个 区 间 均 
匀 的 。 这 样 , 在 数学 分 析 中 (于 十 九 世 纪 中 时) 就 形成 了 级 数 均匀 
收 敏 的 重要 概念 . 

让 我 们 来 考虑 级 数 

S(2) 一 ta(z) +u (Tt) 二 ta (9) + "~, 
其 各 项 都 是 定义 于 区 间 [4, ] 的 渭 数 。 我 们 还 要 假定 ， 对 于 这 区 
7J85， 


间 的 每 一 个 个 别 > 值 ， 它 收 伍 于 某 一 个 和 S(z) .这 级 数 的 最 初 
项 的 和 
RSs(2) 一 (Z) + uo) + + un (2) 

也 是 的 定义 于 [a, 四 的 某 一 个 函数 . 

现在 让 我 们 来 考 察 量 mm， 它 等 于 1S(z) 一 Sn(z) | 的 什 当 < 在 
[a, 如 上 变动 时 的 上 确 界 >、 这 个 量 我 们 这 样 记 写 : 

m= sup, |S (0) 一 SC2) 上- 

在 量 |S,(z) 一 S(z) | 取得 其 极 大 值 的 场合 (这 种 场合 显然 是 有 的 ， 
比如 说 , 当 S(&) 与 5,(2) 都 是 连续 的 时 候 ), wa 就 不 过 是 15(2) 一 
S。lz) | 在 [a, 5] 上 的 极 大 值 . 

由 于 我 们 的 级 数 对 于 区 间 [a, 5] 的 每 一 个 个 别 = 值 都 假定 是 
收 伍 的 ， 

lim1S(G) ~6,(2) | ~0. 

但 这 时 量 % 可 以 趋 于 零 ， 也 可 以 不 趋 于 零 . 若 量 浆 在 ”co 时 
趋 于 堆 , 则 级 数 称 为 均匀 收敛 ， 在 相反 的 场合 , 级 数 称 为 非 均匀 收 
和 化， 我 们 可 以 在 同样 的 意义 上 说 到 函数 序列 8。(z) 的 均匀 与 非 均 
勾 收 敛 , 在 这 里 不 一 定 要 把 So 当 作 部 分 和 而 跟 级 数 联 系 起 来， 

例 1 函数 项 级 数 

1 1 1 

+I GIDE GDH 
我 们 假定 只 对 于 非 负 的 z 值 ， 也 就 是 说 , 在 半 直 线 [0, co) 上 有 定 
义 ， 这 级 数 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
SG- 直人 和 -+ 








THI \o+2 +i TB 全 
由 此 可 知 它 的 部 分 和 等 于 
1 
人 on 人) ~ 
而 lim S,(%) =0, 


了 见 第 三 卷 第 十 五 章 。 
2 sup 是 拉丁 文 superior ( 数 高 ) 的 缩写 。 
487 。 


亡 以 这 级 数 对 于 一 切 非 负 的 = 值 收 敛 并 有 和 5(z) 一 0， 其次， 


mp [S(O -BD | ~ ,sop -二 0 (moo), 


因而 我 们 的 级 数 在 半 轴 
[0, co] 上 均匀 收敛 于 
零 . 在 图 37 中 画 出 了 
部 分 和 Sn，(z) 的 图 疹 ， 





例 2 级 数 
w+o(o—l1) 
+ (2—1) + 
可 以 政 写 为 
十 (名) 十 (太一 二 十 …， 
从 而 有 Ba) 一 an 
0， 当 0<z<1; 
因此 Ee 
这 样 ， 级 数 的 和 是 


一 个 在 区 间 [0, 习 上 间 
断 的 函数 ， 间 断 的 地 方 
在 点 w~1， 量 |S(w) 一 
Soz) | 在 [0, 1 的 每 一 
个 w 上 小 于 1 但 在 全 
近 mw 一 1 的 点 上 ,就 变 
得 跟 1 任意 接近 . 所 以 
对 于 一 切 n=1, 2 … 
有 

入 一 PS 一 So (2) | 





二 江 - 

这 样 ， 我 们 的 级 数 在 区 

闻 [0, 切 上 是 非 均匀 收敛 的 .在 图 38 中 绘 出 了 函数 So(z) 的 图 

形 ， 这 级 数 和 的 苞 形 是 由 z 轴 上 没有 右 端 点 的 线 女 0<w<1 及 点 
»18B* 


图 38 


( 汪 构成 的 . 

这 个 例子 显示 ， 由 连续 西数 项 组 成 的 非 均匀 收 化 数 之 和 实 
际 上 可 以 是 一 个 间断 函数 ， 

另 一 方面 ,车 就 区 间 0<e<g( 其 中 9<1) 来 考 凡 我 们 的 级 数 ， 
~ IS(@) 一 Sa(o) | —max w=g >0, 

国 而 在 这 区 问 上 级 数 均匀 牧 佑 ,而 且 我 们 看 到 级 数 的 和 也 连续 了 。 
这 一 情况 , 即 均匀 收 伍 级 数 之 和 为 连续 函数 , 像 上 文 已 经 说 过 的 屠 
样 , 是 一 条 可 以 严格 地 证 明 的 普遍 法 则 - 

例 3 某 一 个 级 数 的 
最 初 mn 项 之 和 Sufa) 的 图 
形 如 图 39 中 所 绘 出 的 粗 
折线 ， 显然, 对 一 切 "将 
有 5,(0) ~0; 若 0<o<l 
则 对 不 小 于 二 的 一 切 z 
即 m> 了 将 有 So -0， 


因而 对 区 间 [0, 了 的 任何 
% 有 





BS(%) ~lim So(c) ~0, 
另 一 方面， 
加 一 en So 一 So 1 一 sap1So 人 Go) | 一 他 
我 们 看 到 , 量 mm 不 趋 于 零 ; 它 甚至 趋 于 无 穷 大 ， 我 们 要 指出 ， 


腿 所 考虑 的 序列 和 okc) 相对 应 的 级 数 不 可 能 在 区 间 [0, 世上 积分 ， 


因为 
人 ae-o fsaac- 了 -和 
而 级 数 
fs:arth 252(®) 一 Sa(a)]dz 十 | [Sa —S2(0)]dz + 


189 。 


就 变 成 这 样 一 个 发 散 级 数 了 : 


计 +( 弛 -到 +( 了 -于 + 多- 吾 )+… 
让 我 们 把 均匀 收敛 级 数 的 主要 性 质 不 加 证 明和 而 狼 述 如下: 
1. 在 区 和 间 [e, 四 上 均匀 收敛 的 连续 也 数 项 级 数 之 和 在 这 区 
间 上 连续 . 
2. 车 连续 函数 项 级 数 
S(e) 一 to(e) + (2) +u (7) + (57) 
在 区 间 [a, 刀 上 均匀 收敛 ， 则 我 们 可 以 在 这 区 间 上 把 它 逐 项 积分 ， 
就 是 说 ,对 于 [w, 到 中 的 任何 cx, mm 有 等 式 
人 soa 下 Ga 人 和 Ga 
成 立 . 
3. 设 级 数 (57) 在 区 间 [w, 如 上 收敛 而 函数 w(z) 有 连续 导 
数 ,于 是 由 级 数 (57) 逐 项 求 导数 记得 到 的 等 式 
Ce) 一 以 (2) + (0) + 人 (9) 十 (58) 
显然 将 在 区 闻 [a, 四 上 成 立 , 只 要 在 等 式 (58) 中 右面 所 得 到 的 级 
数 是 均匀 收敛 的 . 
加 级 数 ” 在 $9 中 我 们 说 过 ,车 定义 于 区 间 [4, 外 的 西数 
了 (中 有 任意 阶 导 数 , 而 且 在 [4, 如 中 任意 一 点 m 的 充分 小 的 侣 域 
中 可 展开 为 向 它 自 己 收敛 的 泰 勤 级 数 : 


四 = (eed) + en) + (59) 


则 这 范 数 称 为 分 析 函 数 ， 若 引用 记号 


(go) 
证 二 大 


则 这 级 数 还 可 以 写成 下 面 的 样子 : 

Ce) 一 ce 十 ai(z 一 ae) 十 ca(z 一 oo)2 + (60) 
任何 这 样 的 匆 数 (其 中 ar as,，… 是 与 < 无 关 的 常数 ) 在 数学 中 称 
为 和 级 数 . 

作为 一 个 例子 ,让 我 们 考 虚 吐 级 数 
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二 十 2 十 要 十 克 十 9 《61) 
其 各 项 构成 一 个 几何 级 数 . 
我 们 知道 , 对 于 区 间 一 1<z<1 的 一 切 z 值 这 级 数 是 收 和 伊 的 ， 


而 它 的 和 等 于 了 


二 一 各 





St(z) 一 


对 于 其 余 的 2 仁 该 级 数 是 发 散 的 . 

我 们 也 容易 看 出 ， 这 级 数 和 与 前 w 项 的 部 分 和 之 间 的 凑 由 公 
式 

SO) 一 5 四 ~ 
类 出 ,而 若 -9<z<g, 其 中 g 是 一 个 小 于 1 的 正教, 则 
mmax|S(o) ~8,(o) | ~ 1 7 

由 此 可 见 ,在 ”无 限制 增 大 时 ，zw 趋 于 零 , 而 我 们 的 级 数 就 在 区 间 
一 4<z<g 上 区 多 收 伍 , 不 论 9 是 怎 衬 一 个 小 于 工 的 正 族 。 

容易 验证 ,函数 


(62) 








, 工 
Me 
的 nn 阶 导数 等 于 
tn ml 
Sm ~ try 
从 而 有 SS"(0) =n!, 


由 此 可 知 ， 函 数 S(z) 在 zo 一 0 的 泰勒 公式 的 前 % 项 之 和 就 绥 级 数 
(59) 的 前 项 之 和 完全 相同 我 们 又 知道 ， 公 式 的 余 项 ， 如 等 式 
(62) 所 表 出 ， 对 于 区 间 --1<z<1 内 的 一 切 2 在 “无 限制 增 大 时 
欧 填 零 ， 于 是 证 明了 级 数 (61) 就 是 其 和 S(2) 的 泰勒 公式 . 

我 们 还 要 指出 一 个 事实 。 在 我 们 这 级 数 的 收 仇 区 间 一 2 
<<1 中 取 任意 点 xo 容易 看 出 , 对 于 跟 zo 足够 邻近 的 一 切 思 也 就 
是 说 ,对 于 那些 满足 不 等 式 

le—zol 1 


1—zo 
的 -加 思 下列 等 六 总 是 正确 的 ; 
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水 
0-T 


站 ， 2 一 mm @ i 
Te rt -2 


1 (一 zo)2 
Tm Gat CI) (08) 


读者 无 须 特别 费力 就 可 以 验证 
So(m_ 1 
nl {1—wo)™i* 
因此 , 级 数 (63) 是 其 和 8(z) 的 泰勒 级 数 ， 它 在 级 数 (81) 收 伍 区 问 
内 任意 点 m 的 充分 小 邻 域 中 收敛 于 8(z)， 这 就 是 说 ， 由 于 点 wo 
的 任意 性 ，S(o) 是 一 个 在 这 区 间 上 的 分 析 画 数 . 

所 有 这 些 就 特殊 等 级 数 (61) 而 说 的 事实 对 于 任意 午 级 数 也 都 
成 立 ?， 这 就 是 说 , 不 论 怎样 一 个 形 如 (60) 的 轿 级 数 , 其 中 ws 是 任 
意 的 、 按 任何 规律 分 布 的 数 ， 相 应 地 有 某 一 个 非 负数 吾 (特别 是 可 
以 变 为 co)， 称 为 级 数 (60) 的 收敛 举 径 , 并 且 具 有 下 述 性 质 ; 

1】 对 于 所 谓 收 伍 区 间 zo 一 <z<wo 十 如 内 的 一 切 z 值 , 级 
数 是 收 合 的 , 而 它 的 和 8(z) 在 这 区 间 上 是 二 的 分 析 函 数 ， 这 时 在 
完全 属于 收 敏 区 间 的 任何 区 间 [& 妇 上 ， 收 敏 是 均匀 的 ， 这 级 数 
本 身 就 是 其 和 的 泰勒 级 数 . 

2. 在 收敛 区 间 的 两 端 , 级 数 也 许 收敛 , 也 许 发 散 , 得 看 级 数 的 
个 别 性 质 而 定 .但 在 闭 区 闻 oo 一 <z<zoR 之 外 ， 它 显然 是 发 
散 的 。 

我 们 让 读者 去 考察 下 列 署 级 数 ; 


1+ ee Ws 各 十 


了 31 十 8108 二 

















凑 验 证 第 一 个 级 数 的 收 化 半径 等 于 无 穷 大 , 第 二 个 等 于 零 , 而 第 三 
3 在 第 二 党 第 大 章 中 有 较 详 强 的 包 运 。 
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三 

按照 前 而 所 给 包 的 定义 ， 每 一 个 分 析 画 教 可 以 在 其 定义 区 间 
内 任何 点 的 充分 小 邻 域 中 展开 为 收 分 于 这 函数 的 等 级 数 ， 反 之 ， 
从 以 上 所 说 的 , 可 弄 每 一 个 等 级 数 , 只 要 其 收 化 半径 不 等 于 零 , 就 
在 其 收敛 区 闻 中 有 和 是 分 析 函 数 。 

这 样 , 我 们 看 到 宏 级 数 是 有 机 地 跟 分 析 函 数 相 联系 的 . 我 们 
还 可 以 说 , 等 级 数 在 其 收敛 区 间 上 是 表达 分 析 函 数 的 天 然 工具 , 而 
同时 也 就 是 以 代数 多 项 式 来 逼近 分 析 函 数 的 天 然 工具 ?. 


例如 ,也 于 画 数 了 可 展开 为 在 区 辣 -1<a<I 内 收 伍 的 
条 级 效 ， 





1 
Tlete tt 


司 知 这 级 数 在 任何 区 同 ~a<s<a 上 均匀 收敛 ， 只 要 < 因此 
就 有 可 能 在 整个 区 间 [一 <, Q] 上 借助 于 所 考虑 的 级 数 的 部 分 和 来 
道 近 这 浮 数 使 其 达到 任何 于 期 的 准确 度 ， 

假定 我 们 要 在 区 间 [ 一 和 专 ] 上 用 多 项 式 米 源 近 两 数 也 ， 


位 其 准确 到 0.01， 我 们 指出 ， 对 于 这 区 向 的 一 切 2 有 下 列 不 等 式 
成 立 : 





| 证 -1-c | 一 | 
i 
1 1 
lee+lelma+ r+ 和 + 


而 由 于 2164，21 一 128， 可 知 所 求 的 多 项 式 ， 即 在 整个 区 间 
| -到 十 ] 上 以 0.01 的 准确 度 遂 近 扩 考 由 函数 的 多 项 式 , 将 有 如 


3 














1 
I 
我 们 还 要 提出 赛 级 数 的 一 个 极 有 用 的 性 质 : 在 其 收 仇 区 间 中 
筷 总 是 可 以 逐 项 求 导 数 的 。 这 一 些 质 在 数学 中 被 广泛 地 应 用 于 求 
芝 在 各 似 效 收 履 区 间 之 外 的 近似 表达 ， 我 们 应 用 其 他 方法 ( 见 等 一 矢 第 十 一 章 )， 
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二 1 十 2- 二 oa 十 十 o 





解 各 种 问题 . 
例如 ， 我 们 次 在 %(0) 一 1 的 附加 条 件 下 求解 微分 方程 9 一 2， 
可 试 求 它 的 宕 级 数 形式 的 解 : 
y= G0t gt+ er t+, 
由 于 附加 条 件 , 必须 令 co 一 1。 假 变 这 级 数 收敛 ， 我 们 就 有 权 对 它 
逐 项 求 导数 ; 结果 得 到 
Y ~a1+2apt Baan + 
把 这 两 个 级 数 都 代入 微分 方程 并 令 等 式 两 辽 的 z 的 同 短 项 的 系数 
相等 , 即 得 


aa- 十 人 -2 
因而 所 求 的 解 将 有 如 下 形式 。 
gr-1+ 全 + 全 -各 ee 


这 级 数 已 知 是 对 一 切 z 值 收 化 的 , 而 其 和 等 于 因而 y= 人 

在 这 一 场合 级 数 的 和 是 我 们 已 知 的 初等 函数 .但 并 非 经 常 如 
此 ， 由 解 题 所 得 到 的 收敛 敌 级 数 也 可 以 有 并 非 初 等 函数 的 和 。 由 
求解 应 用 上 很 重要 的 贝 塞 尔 微分 方程 所 得 到 的 级 数 


a 
w+] 
借 总 一 个 例子 。 这 位, 和 级 数 又 是 形成 判 函数 的 工具 了 。 
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第 三 章 解析 几何 


3$1. 绪论 


在 十 七 世纪 前 半 叶 ， 产 生 了 数学 的 全 新 的 一 支 ， 叫 做 解析 几 
何 ， 它 使 平面 上 的 自 线 与 有 两 个 末 知 数 的 代数 方程 之 间 建 立 了 联 
系 . 

在 数学 中 发 生 了 极为 黎 有 的 情景 : 在 一 、 二 十 年 内 出 现 了 巨大 
的 、 全 新 的 数学 分 支 , 并 且 这 数学 分 支 还 是 以 非常 简单 的 、 但 是 一 
直 未 受到 应 有 注意 的 观念 为 基础 的 、 解 析 儿 何在 十 七 世纪 前 半 叶 
出 现 , 决 不 是 偶然 的 。 当 欧洲 过 流 到 新 的 资本 主义 的 生产 方式 时 ， 
有 一 系列 的 科学 部 门 需要 整个 地 加 以 改进 ， 正 当 伽利略 的 学 说 和 
其 他 的 一 些 学 说 开始 莫 定 现代 的 力学 时 ， 在 自然 科学 的 所 有 领域 
里 部 累积 了 实验 的 数据 , 改善 了 观察 方法 , 创立 了 新 的 理论 来 代 丈 
古老 的 玄学 式 的 理论 。 在 天 文学 方面 , 在 先进 的 学 说 中 间 最 后 得 
胜 的 是 哥 白 尼 的 学 说 ， 远 洋 航 行 的 急 台 发展 急 切 地 要 求 车 天 文学 
的 知识 和 力学 的 原理 . 

力学 在 军事 行动 中 也 是 必要 的 .作为 圆锥 截 线 的 梢 加 和 抛物 
线 ， 它 们 的 几何 性 质 早 在 离开 当时 将 近 2000 年 前 的 古 希 腊 时 代 
已 经 知道 得 很 详细 了 ; 然而 它们 一 直 还 像 在 希腊 时 代 那 样 , 只 被 当 
作 几 何 学 的 对 尔 . 一 到 刻 普 勒 发 现行 星 泊 栅 四 轨道 绕 着 太阳 运 
动 , 爷 利 略 发 现 抛 出 去 的 石子 沿 着 抛物 线 的 轨道 飞 去 时 , 就 必须 要 
来 计算 这 些 柄 圆 , 要 来 求 出 炮弹 飞驰 时 所 西 出 的 抛物 线 了 ! 就 必须 
豆 来 发 搁 由 巴 斯 卡 发 现 的 大 气压 力 随 高 度 而 递减 的 法 则 了 ， 就 必 
须要 来 实地 算出 各 种 不 同 物体 的 体积 了 , 诸如 此 类 不 胜 枚 举 ， 

所 有 这 些 问 题 在 人 类 生活 中 几乎 同时 地 引起 了 三 门 全 新 的 区 
学 科学 的 发 展 , 它们 就 是 : 解 沂 几 何 、 徽 分 法 和 积分 法 (包括 解 税 褒 
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的 被 分 方程 ). 

这 三 门 新 的 学 和 从 本 质 上 改变 了 整个 数学 的 面 摇 。 它 们 的 运 
用 使 得 直到 那 时 还 无 法 解决 的 问题 变 得 容易 解决 了 . 

在 十 七 划 纪 的 前 半 叶 ， 一 系列 最 优秀 的 数学 家 已 经 接近 了 解 
析 几 何 的 观念 ， 但 是 只 有 两 位 数学 家 才 特别 清楚 地 认识 到 创立 新 
的 数学 部 门 的 可 能 性 .其 中 一 位 是 庇 埃 尔 * 弗 尔 马 , 他 是 法 国土 鲁 
兹 城 的 市 议会 的 顾问 , 世界 上 最 卓越 的 数学 家 之 一 , 另 一 位 是 法 加 
著名 的 哲学 家 疮 耐 " 笛 卡 儿 ， 解 析 几 何 的 主要 创立 者 无 论 如 何 总 
该 推销 卡 儿 。 唯 有 作为 哲学 家 的 第 卡 儿 ， 才 提出 了 它 的 全 面 推 广 
的 向 题 ， 简 卡 儿 发 类 了 长 篇 的 暂 学 论著 “关于 下 列 方法 的 讨论 ; 为 
了 很 好 地 在 科学 中 指出 其 精神 和 发 所 真理 , 并 应 用 于 折射 光学 、 气 
象 学 和 几何 学 ”. 

这 著作 的 后 一 部 分 , 以 “几何 学 "命名 , 发 表 在 1637 年 ,包含 着 
我 们 现在 叫做 解析 儿 何 的 那 门 效 学 理论 的 于 分 完全 的 (虽然 有 些 
杂乱 的 ) 氢 述 . 


$2.、 和 华 卡 儿 的 两 个 基本 观念 


笛 卡 儿 想 要 创造 一 种 方法 , 以 便 用 来 解决 所 有 的 几何 问题 , 给 
出 这 些 问题 的 所 谓 一 般 的 解法 。 笛 卡 儿 的 理论 以 下 面 丽 个 观念 为 
基础 ， 华 标 观念 和 利用 坐标 方法 把 带 两 个 未 知 数 的 任意 代数 方程 
看 成 平面 上 的 一 条 沿线 的 观念 

华 标 观念 所谓 平面 上 的 点 的 坐标 ， 笛 卡 几 是 指 这 个 点 的 模 
举 妹 和 纵 举 标 , 即 这 点 到 这 平面 上 两 条 取 定 的 互相 垂直 的 直线 (从 
标 办 ) 的 距离 (具有 对 应 符号 ) 的 数值 一 和 4 (参看 第 二 章 )、 坐标 
轴 的 交点 , 即 有 坐标 (0，0》 的 点 ， 叫 做 坐标 原点 - 

笛 卡 上 坐标 的 引入 促成 了 平面 的 所 谓 " 算 术 化 >， 只 要 给 定 一 
对 数 < y, 就 等 于 在 几何 上 指出 一 个 点 , 而 且 反 过 来 也 对 (图 全， 

将 带 两 个 未 知 数 的 方程 和 平面 上 的 曲线 相对 比 的 观念 第 卡 
儿 的 第 二 个 观念 如 下 。 在 笠 卡 儿 之 前 , 每 当 过 到 带 两 个 未 知 数 的 

= 


代数 方程 已 (z, 四) 一 0 时, 大 家 都 说 问题 是 不 定 的 , 从 这 个 方程 元 


法 天 定 这 两 个 玉 知 
数 ， 这 是 因为 其 中 的 
一 个 ， 例 如 w 可 以 取 
任意 的 数 ， 用 这 个 数 
代替 就 得 到 带 一 
个 未 知 数 Y 的 方程 ， 
一 般 说 来 从 这 个 方程 
可 以 解 出 y。， 然后 这 
个 任意 取 的 = 连同 这 
样 得 到 的 y 就 满足 给 
定 的 方程 ， 所 以 对 这 
种 “不 定 的 "方程 ， 人 
们 并 不 认为 是 值得 关 
心 的 。 


笛 卡 儿 赛 觉 到 另 一 种 情况 ， 他 设想 
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» 
是 
fy 
Fi 
两 个 未 知 数 的 方程 中 的 






的 模 坐 标 ， 与 了 对 应 的 
是 点 的 纵 坐 标 ， 于 是 , 如 果 
让 “连续 地 改变 ， 则 对 于 每 个 
都 可 以 从 方程 算出 完全 确定 
的 & 因此 一 般 地 说 也 就 得 到 
了 组 成 一 条 由 线 的 点 集合 (图 
2 

这 样 一 来 ， 对 于 带 两 个 变 
数 的 每 一 个 代数 方程 F(z, 9) 
一 0， 与 它 对 应 的 是 平面 上 的 
一 条 完全 确定 的 曲线 ， 那 就 是 
代表 了 平面 上 所 有 那些 其 坐标 


竺 柯 具 实 坐标 的 点 fr, 纺 所 满足 ,有 时 - 共 只 有 一 个 或 者 几 个 这 
样 的 点 ， 在 这 各 情况 下 ,就 说 习 线 是 等 萃 线 演 者 说 启 


成 点 (参看 第 221 页)。 





满足 方程 了 (z, 四 0 的 点 的 集合 的 曲线 . 

条 下 几 的 冯 各 角 闪 开 他 了 芝 下 一 门 攻 前科 学 

解析 几何 所 能 解决 的 主要 问题 和 解析 几何 的 定义 解析 几何 
造成 了 以 下 种 种 可 能 ， 

1) 通过 计算 来 解决 作 图 问题 (全 如 分 线段 成 已 知 比 值 ， 参 看 
本 页 ); 

2) 求 由 茶 种 几何 性 质 给 定 的 曲线 的 方程 (例如 从 到 两 个 定点 
的 距离 之 和 是 常数 这 个 条 件 得 到 椭 略 的 方程 , 参看 第 209 页 ); 

3) 用 代数 方法 证 明 新 的 几何 定理 (例如 推导 和 牛顿 的 直径 理 
论 , 参看 第 206 页 ); 

省 相反 地 , 从 几何 方面 来 看 代数 方程 , 说 明 它 的 代数 性 质 ( 例 
如 ， 利 用 抛物 线 与 贺 的 交点 来 解 三 次 和 四 次 方程 ， 参 看 第 203 一 
205 页 ). 


因此 ， 秆 析 几 何 是 这 样 一 个 个 数学 部 门 , 它 在 采用 了 坐标 方法 的 


3. 一 些 最 简单 的 问题 


分 线段 成 已 知 比 值 的 点 的 符 标 已 知 两 个 点 用! 和 af 的 坐 
标 (wm1, Yn) 和 (za, ys), 求 
分 钱 眉 用 Ms 成 比值 
比 ” 的 点 好 的 坐标 (z, 纺 
(图 3)。 从 加 线条 的 三 角 
形 的 相似 性 我 们 得 到 
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两 点 之 间 的 距离 、 求 耸 标 是 (zz yi) 和 (za, ga) 的 两 个 点 M1 
和 3Ws 之 间 的 距离 4. 禄 雇 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 从 加 线条 的 直角 三 角 
形 (图 分 得 到 


i 
dN za) Ht ye Ya. 


三 角形 的 面积 求人 MiMsMM， 
的 面积 3( 图 加， 假如 它 的 顶点 的 
浴 标 分 别 是 (zz, g)，(za, ya), (ms, 
Ys)， 我 们 把 已 知 三 角形 的 面积 看 
做 是 两 底 为 y:, ys 和 Ys, ya 的 两 
个 樟 形 的 而 积 之 和 减 去 两 底 为 
-一 >。 4 纹 的 梯形 的 面积 ， 而 且 把 乘 和 
一 (1 二 gs) (24 一 920) 改写 成 (yi 十 %ga) 
X (my 一 29)， 我 们 就 得 到 


5- 二 [y+ys) (zz 一 ze) + (Ys+ Ya) (za 一 oa) 


+ (gt+y) (za 一 2)]。 
在 以 上 几 个 问题 
早 还 需要 验证 ， 当 有 
一 个 或 几 个 坐标 或 者 
坐标 之 差 是 负数 时 ， 
得 到 的 公式 并 无 任何 
改变 而 依然 正确 ， 这 
种 验证 是 并 不 难 做 
的 . 
求 两 条 曲线 的 交 
点 运用 第 二 个 基 
本 观念 (好 认 为 方程 
Tc, 引 一 0 表示 曲 线 的 观点 ), 求 两 条 曲线 的 交点 是 特别 简单 的 . 
为 了 求 两 条 曲线 的 交点 的 坐标 ， 显 然 只 需要 联 立 地 解 表示 这 两 条 
曲线 的 方 算 。 从 这 两 个 方程 的 普 适 的 解 得 到 的 一 对 数 盖 3 就 给 
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出 一 个 点 , 它 的 坐标 既 满 足 第 一 个 方程 , 也 满足 第 二 个 方程 , 即 该 
点 颇 在 第 一 条 曲线 上 , 也 在 第 二 条 曲线 上 ,所 以 这 点 就 是 这 两 条 曲 
线 的 交点 - 

我 们 看 到 ， 运 用 钱 析 儿 何 的 方法 来 解 几何 问题 在 实用 上 白 为 
方便 , 这 特别 是 因为 所 有 的 解 都 直接 以 现成 的 数 的 形状 而 得 到 . 这 


§4。 由 一 次 和 二 次 方程 所 表示 的 
曲线 的 研究 


一 次 方程 在 利用 币 卡 儿 的 第 二 个 观念 时 ， 首 先 就 会 考虑 什 

么 样 的 曲线 对 应 于 一 次 方程 , 即 方程 
Ar+By+O=0, (1) 

这 里 4, B, 0 是 一 些 数值 系数 ， 而 且 4 和 B 不 同时 等 于 鹤 。 可 
以 证 明 , 在 平面 上 与 这 种 方程 对 应 的 总 是 直线 . 

我 们 来 证 明 , 方程 (1) 总 者 示 直 线 , 而 且 反 过 来 , 对 应 于 平面 上 
每 一 条 直线 的 是 一 个 完全 确定 的 方程 (1)。 实 际 上 , 例如 设 B*0. 
那 末 方程 (1 就 可 以 解 出 

y=— kat, 


= 
这 里 ~ 一 也 1 1 一 一 也 


我 们 先 来 讨论 方程 4 一 加， 它 显然 表示 这 样 一 条 直线 ， 这 条 
直线 通过 坐标 原点 而 且 它 与 = 轴 所 成 的 角 9 的 正切 饮 9 就 是 天 


(图 的 ， 实 际 上 , 这 个 方程 可 以 改写 成 艺 一 而 且 上 述 直线 的 所 
有 的 点 (z, 切 都 满足 这 个 方程, 至 于 不 在 这 条 直线 上 的 任何 点 
人, 贡 , 因 为 对 于 它们 说 分 不 是 大 于 加 就 是 小 于 如 都 不 能 满足 


这 个 方程 。 这 时 ， 如 果 馈 p>>0, 则 对 于 这 种 直线 上 的 点 说 ,x 和 
3 或 者 都 是 正 的 ， 或 者 都 是 负 的 ,又 如 果 碟 8<0, 则 2 和 y 的 符 
号 是 相反 的 。 
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加 4 台子 


总 之 , 方程 ybz 表示 通过 坐标 诛 点 的 直线 , 因此 , 方程 y= 
jz+;? 也 代表 一 条 直线 , 那 就 是 由 前 一 条 直线 经 过 平行 移动 。 使 它 
的 所 有 点 的 纵 坐 标 都 增加 同一 个 了 而 得 到 的 直线 (图 人 . 

前 面 讨论 过 的 几 个 公式 : 分 线段 成 已 知 比值 的 点 的 坐标 , 西 个 
已 知 点 之 间 的 距离 ， 三 角形 的 面积 ， 以 及 现在 关于 直线 方程 的 知 
识 , 已 经 能 够 用 来 解决 很 多 问题 了 . 

通过 一 个 或 两 个 已 知 点 的 直线 的 方程 设 Mi 是 有 坐标 六 
和 % 的 某 个 点 ,是 某 个 已 知 数 ， 方 程 y 一 如 十 1 表示 一 条 直线 ， 
它 与 Oz 轴 组 成 的 角 的 正切 等 于 加 而 且 它 从 Oy 轴 截 下 的 线段 等 
于 1 我们 取 1 使 这 条 直线 通过 点 (xz, 护 ) 。 为 此 ， 点 好: 的 坐标 
必须 满足 已 知 方程 ， 即 必须 有 yi bri 十 于 是 1 一 一 ka 

用 这 个 1 代入， 我们 就 得 到 通过 已 知 点 ci, 内) 而 且 与 Or 轴 
组 成 正切 等 于 的 角 的 直线 的 方程 (图 8), 它 就 是 yg 一 hx 二 ys 一 kw! 
或 者 

Yy—Yh—b(s—en). 

例 设 直线 和 Oz 轴 之 间 的 角 等 于 全", 而 点 并 有 坐标 (3,7)， 

那 末 对 应 直线 的 方程 (因为 始 个 一 了 ) 就 是 
y-7=1(w- 引 或 者 zy+4- 0 





图 8 图 9 
如 果 要 求 直 线 在 通过 点 (zu, y:) 的 同时 ,还 通过 点 (wa, goa), 那 
末 我 们 就 得 到 加 于 上 的 条 件 Y 一 各 一 (zs 一 m4)， 出 此 求 得 并 
且 代 入 前 面 的 方程 ， 我 们 就 得 到 通过 两 个 已 知 点 的 直线 的 方程 
(图 的: 
和 
mam yay 
第 卡 儿 关于 二 次 方程 的 结 潜 ”第 卡 儿 还 研究 了 具 两 个 变数 的 
二 次 方程 表示 平面 上 什么 曲线 的 问题 ， 这 种 二 次 方程 的 一 般 形 状 


从 42 十 Bo 二 O 十 Da 二 BY 二 一 0 
而 且 他 还 指出 , 这 种 方程 一 般 地 表示 实 回 、 双 曲线 或 者 抛物 线 一 
这 些 都 是 古代 数学 家 所 早已 知道 的 曲线 。 

以 上 所 说 的 都 是 馆 卡 儿 的 最 重要 的 成 就 ， 然 而 笛 卡 儿 的 书 上 
远 远 不 止 限于 这 一 些 ， 笛 卡 儿 还 研究 了 -系列 有 趣 的 几何 轨迹 的 
方程 ,讨论 了 关于 变换 代数 方程 的 定理 , 未 加 证 明 地 导出 了 他 的 车 
名 的 符号 法 则 , 那 是 用 来 求 出 只 有 实 根 的 方程 的 正 根 个 数 的 (参看 
第 四 章 ，8 4)， 最 后 ,他 还 提出 了 利用 抛物 线 y 一 与 区 的 交点 来 
求 三 次 和 四 次 方 栓 的 实 极 的 卓越 方法 . 


$5. 解 三 次 和 四 次 代数 方程 
的 售 卡 儿 方法 
把 三 次 和 四 次 方程 变换 成 没有 x 项 的 四 次 方程 我 们 来 证 
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衣 , 解 三 次 和 四 次 的 任意 方程 可 以 化 成 解 下 列 形状 的 方程 : 
于 十 Do2 二 OZ 十 一 0. (2 
设 给 了 三 次 方程 二 as? 十 bz+c=0， 令 zz 号， 我 们 得 到 
(ce- 和 如) +a(e- 生 ) +i(z- 科 )+o=0， 去 括 弧 后 字 项 下 相抵 
消 ， 我 们 得 到 方程 洗 二 pz 十 g 一 0， 这 个 方程 腰 上 2, 使 它 增 添 一 
个 根 z。~0, 我 们 就 把 它 化 成 (2) 式 ,其 中 + 一 0. 
对 于 四 次 方程 了 #+a2 十 72 十 oz 十 d 一 0 来 说 ,只 要 令 z 一 2 一人， 


就 可 以 化 成 (2) 式 ， 因 此 , 解 任何 三 次 和 四 次 方程 都 可 以 化 成 角形 
状 (2) 的 方程 . 

用 园 与 抛物 线 乡 一 x? 的 突 点 来 解 三 次 和 四 次 方程 我 们 先 
建立 中 心 为 (2, 5) 和 半径 为 呈 的 回 的 方程 。 如 内 (zw, 四 是 某 个 
点 ， 则 它 到 点 (a, 5) 的 距离 的 平方 等 于 (z 一 0)* 十 (y 一 如 )? (参看 
8)， 因 此 所 讨论 的 贺 的 方程 是 

0a)"+y-8)" ~ 

现在 我 们 再 来 求 出 这 个 圆 与 抛物 线 y~ 江 的 交点 ,根据 88 

中 所 说 的 , 为 此 必须 将 这 个 圆 的 方程 和 地 物 线 的 方程 联 立 并 求解: 
D+ —240—2by ta +b — B00, 
y—2, 
从 第 二 个 方程 把 y 代入 第 一 个 方程 ， 我 们 就 得 到 关于 “ 的 四 
次 方程 
+2an— 2ba tart+ bs— Rm-0, 
或 者 方程 zt 二 2D)w-2az+a+ 了 一 一 0, 
如 果 这 样 地 选取 a, 5 和 瑟 , 使 得 
1—25—p, —2a—g, t+ Br, 
则 得 到 的 正 是 方程 (2)。 为 此 必须 到 
在 (3) 中 的 末 一 个 式 子 里 ,一 般 地 说 , R? 可 能 是 负 的 。 然而 在 方 
程 (3) 至 少 有 一 个 实 根 wi 的 情形 ,下列 等 式 成 立 : 
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f+ (L202 2a0 +o + R=0, (9 
把 受 记 做 级 , 等 式 (4) 可 以 改写 成 
2 十 咀 一 2az1 一 20y1 十 a 十 D 一 BB 一 0， 
或 者 Gao) 
因此 , 在 方程 (有 实 根 的 情形 , 数 一半 区 十 一 > 是 下 数 ， 
方程 
(一 四 十 人 -区 ? 一 本 
是 风 的 方程, 而 且 方 程 (2) 的 全 部 实 根 都 是 抛物 线 ys 与 这 个 四 
的 交点 的 横 坐标 (在 7 一 0 的 情形 ,如 一 ++ 如， 这 个 国 通过 毕 栋 
原点 ). 
这 样 一 来 ， 如 果 给 定 了 方程 (2) 的 系数 巴 9, r, 而 且 按 公式 
(3) 求 岂 了 a, 5 到， 那 未 当 到 <0 时 ,方程 (2) 显 然 没有 实 根 。 而 
假如 瑟 >0， 则 中 心 为 (z, 肪 和 半径 为 刀 的 国 与 固定 地 夯 闭 的 抽 
物 线 y 一 忆 的 交点 的 模 从 标 ， 就 给 出 方程 (2) 的 全 部 实 根 ， 并 且 在 
>0 的 情 港 ， 得 到 的 归 可 以 不 与 掩 物 线 相交 ， 即 方程 (2) 可 以 没 
有 实 根 . 了 
例 设 给 了 四 次 方 各 
tw 二 星 一 0. 
于 是 我 们 有 


在 图 10 上 画 着 对 应 的 画 和 
所 讨论 的 方程 的 根 二 ,ma 
La, Da, 
在 82, 3, 4, 5 节 里 包 本 到 
含 的 是 第 卡 儿 书 中 最 主要 的 部 分 ， 但 是 我 们 用 的 是 简短 的 而 且 更 
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接近 于 现代 的 叙述 . 

从 铺 卡 儿 的 时 代 到 今天 ， 解 析 几 何 经 历 了 有 有 助 于 数学 各 部 门 
的 漫长 的 发 展 道路 .我 们 在 本 章 以 后 各 节 里 将 要 试 营 扎 循 这 路 程 
上 最 重要 的 各 个 阶段 . 

首先 应 该 指出 ， 无 穷 小 分 析 的 发 明 者 就 已 运用 了 笛 卡 儿 的 方 
溉 -不管 是 关于 曲线 的 切线 或 法 线 (切线 在 切 点 处 的 垂直 线 ) 的 问 
题 ， 还 是 关于 函数 的 极 大 或 极 小 的 问题 ， 假 如 几何 地 来 讨论 它 的 
话 ， 或 者 是 关于 曲线 在 其 一 点 处 的 曲率 半径 的 问题 等 等 ， 首 先 都 
要 用 第 卡 儿 的 方法 来 讨论 这 监 线 的 方程 ， 然 后 还 得 求 出 切线 的 方 
程 , 法 线 的 方程 , 等 等 .所 以 无 穷 小 公 析 、 微 分 法 和 积分 法 没有 解 
析 几 何 的 预先 发 展 是 难以 想象 的 


§ 6. 牛顿 关于 直径 的 普遍 理论 


第 一 个 把 解析 几何 向 前 推进 了 一 步 的 是 牛顿 ， 在 1704 年 , 他 
讨论 了 三 次 曲线 ( 即 由 带 两 个 未 知 数 的 三 次 代数 方程 表示 的 曲线 ) 
的 理论 , 在 这 同一 个 工作 中 , 牛顿 顺便 得 出 优美 的 关于 “直径 ”( 对 
垃 于 已 知 方向 的 割 线 ) 的 普遍 理论 。， 下 面 就 要 来 说 明 它 、 

设 给 了 一 条 n 次 曲线 ， 即 由 带 现 个 未 知 数 的 m 次 代数 方程 央 
示 的 曲线 ， 那 末 与 它 相交 的 任意 直线 ， 一 般 说 来 与 它 有 nn 个 公共 
点 ， 设 好 是 市 线 上 这 样 的 点 , 它 是 草 线 与 所 说 所 次 曲线 的 这 些 交 
点 的 “重心 ”， 即 分 布 在 这 些 交 点 上 的 ”个 彼此 相等 的 质点 的 “ 重 
心 "， 可 以 证 明 ,如果 取 所 有 彼此 平行 的 前 线 ， 而 且 对 于 每 条 市 线 
都 考虑 这 样 的 重心 了 ， 则 所 有 这 些 点 M 处 在 一 条 直线 上 .和 牛顿 
把 这 条 直线 叫做 nm 次 曲线 的 “直径 ”( 对 应 于 割 线 的 已 知 方向 )， 利 
用 解析 几何 来 证 明 这 个 定理 一 点 也 不 困难 , 所 以 我 们 要 来 做 一 下 . 

设 答 了 一 条 次 曲线 和 它 的 一 些 筱 此 平行 的 割 线 ， 我 们 选取 
这 样 的 坐标 遇 , 使 得 这 些 割 线 平行 于 Ow 轴 ( 图 11)。 于 是 它们 的 
旋 程 就 有 形状 %~z， 这里? 是 随 割 线 的 不 同 而 有 差别 的 党 数 . 设 
也 (z, 切 一 0 是 在 这 样 的 坐标 系 里 表示 所 说 盖 次 同 线 的 方程 容 
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易 正 明 , 当 从 一 个 直角 坐标 系 过 流 到 另 一 个 直角 坐标 系 时 , 虽然 曲 
线 的 方程 改变 了 ,但 是 曲线 的 次 数 并 不 改变 (这 将 在 $ 8 里 证 外 ) . 
所 以 王 (z, 切 还 是 m 次 多 项 式 ， 为 了 求 出 所 说 曲线 与 制 线 % 一 ! 的 
交点 的 横 坐 标 , 必须 联 立 地 解 方程 了 (z, y) -0 和 Yl, 结果 税 到 
的 一 般 说 来 是 < 的 nn 次 方程 

Flg, D =0, (5) 
从 这 方程 可 以 求 得 模 坐 标 mx, ws,…, zs。 按照 重心 的 定义 , n 个 
交点 的 重心 的 横 坐 标 m 等 于 


Ti+Da+ 十 wn 
We 


但 是 ， 从 代数 方程 的 理论 知道 , 方程 的 请 根 之 和 21 十 es 十 … 二 Xs， 
等 于 未 知 数 的 m1 次 项 的 系数 到 相反 的 符号 再 被 次 项 的 系数 
除 、 而 因为 * 和 Y 的 指数 之 和 在 下 (%, y) 的 每 一 项 都 等 于 或 小 于 
n, 所 以 具有 轻 的 项 根本 不 包含 9 而 有 形状 4a” 这 里 4 其 常 
数 ， 而 具有 i 的 项 即使 包含 y, 也 不 会 高 于 一 次 ， 即 有 形状 
mx(Bo 上 COD)， 因 此 , 入 的 系数 是 4， 而 o 的 系数 是 BB+O, 于 
是 对 于 已 知 忆 我 们 就 有 


_Bi+C 
nA4™ 


但 是 割 线 平行 于 Oz 轴 , 对 于 它 的 全 部 点 都 有 4 一 z 因此 割 线 与 所 
说 ”次 曲线 的 交点 的 重心 的 纵 坐 标 也 等 于 8 这 样 一 来 , 我 们 最 终 
地 得 到 ndz。+ Byc+Q~0, 邵 所 有 这 些 割 线 的 全 部 被 考虑 的 重心 
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的 坐标 mo, yo 都 满足 一 次 方程 , 因此 这 些 重心 处 在 一 条 直线 上 . 
在 了 (we y) 里 不 出 现 m 项 时 ， 
可 以 作 类 似 的 研讨 . 
在 二 次 曲线 (2 一 2) 的 情形 ， 两 
个 点 的 重心 就 是 这 两 个 点 之 间 的 中 
点 ,所 以 得 到 的 结论 是 : 二 次 曲线 的 
平行 弦 中 点 的 几何 轨迹 是 直线 (图 Ee 
12), 不论 是 对 于 椭 回 , 还 是 对 于 双 朋 线 和 抛物 线 , 这 是 早 在 古代 就 
已 经 知道 了 的 。 然而 即使 对 于 这 些 特别 情形 , 要 用 几何 的 论证 来 
证 明 这 一 点 也 是 非常 困难 的 ， 可 是 这 个 古代 所 不 知道 的 新 的 普遍 
定理 , 现在 却 非常 简单 地 证 明了 . 
这 样 的 例子 显示 出 解析 几何 的 力量 . 


87. 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 


在 这 一 节 和 下 一 节 我 们 要 来 讨论 二 次 曲线 ， 首 先 研究 一 般 的 
二 次 方程 ,然后 讨论 它 的 一 些 最 简单 的 特例 . 
以 坐标 原点 为 中 心 的 回 的 方程 ”我们 先 讨论 方程 
+a 
它 显然 表示 以 坐标 原点 为 中 心 而 且 
有 半径 4 的 国 ， 这 从 对 加 了 和 斜 线 的 
直角 三 角形 (图 18) 引用 毕 达 哥 拉 
斯 定理 而 得 出 ， 因 为 不 管 在 这 个 贺 
上 取 怎 样 的 一 个 点 (®, ), 它 的 举 
标 z 和 Yy 满足 这 个 方程 ,而 且 反 之 ， 
如 果 一 个 点 的 坐标 ,，Y 满足 这 个 
4 方程 ， 则 它 就 属于 这 个 隔 ， 这 就 是 
说 ， 这 个 贺 是 平面 上 满足 这 个 方程 的 所 有 点 的 集合 . 
椭 圈 的 方程 和 椭圆 的 焦点 性 质 ” 设 给 了 两 个 点 了 i 和 了 s, 它 
们 之 间 的 距离 等 于 20， 我 们 求 求 平面 上 到 点 i 和 了 了。 的 距离 之 
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和 等 于 一 个 常数 2a( 这 里 4 自然 要 大 于 9 的 所 有 点 开 的 几何 加 
迹 ， 这 样 的 曲线 叫做 左 园 , 点 五 和 Fr 叫做 构 贺 的 焦点 . 

我 们 这 样 地 选取 直角 坐标 系 , 使 得 点 Fi 和 了 都 在 Oo 轴 上 ， 
而 且 坐 标 原点 正 是 它们 之 间 的 中 点 。 于 是 点 玉 和 Ps 的 华 标 就 
关 o 0) 和 (一 0, 0). 我 们 在 所 研究 的 几何 轨迹 上 取 任 意 点 N, 设 
它 有 坐标 Cw, y)， 然后 写 出 从 点 到 到 点 及 和 五? 的 距离 之 利 竺 
于 2a, 即 

MVE-OrrYy -OH Vi) + YO 20. (0) 

所 说 几何 轨迹 上 的 任意 点 的 坐标 (ow, 9 都 满足 这 个 方程 , 显然 反 
过 来 也 对 ， 那 就 是 说 ,坐标 满足 方程 (6) 的 任意 点 都 属于 这 个 几何 
轨迹 ， 因 此 , 方程 (6) 是 所 说 几何 轨迹 的 方程 ， 还 需要 把 它 简化 。 

两 边 平方 ,我 们 得 到 

ei—2cr+0 + +2 (PDcr TTY) (二 202 十 打 十 她 ) 

十 四 十 2cz- 二 o 十 妨 一 4 
或 老 经 过 简化 以 后 ， 
PHP+O—2P om — VOT EO dr, 

两 边 再 平方 ,我 们 得 到 

(mip toe) — da (ey T+) + dot (0 ++) — da 
或 者 经 过 简化 以 后 , 

8 -eto aoa. 

在 这 里 令 @9 一 o 一 后 ( 因 为 ac, 这 是 可 以 做 到 的 )， 我 们 得 到 
一 59 两 边 都 除 以 e263, 我 们 就 有 


2 
台 + 攻 -1 (7) 





这 样 一 来 , 所 说 几何 轨迹 上 的 任意 点 开 的 坐标 (c,， 急 满 足 方 
程 (7)， 

可 以 证 明 , 反 过 来 , 如 果 一 个 点 的 坐标 满足 方程 (7), 则 它 也 清 
足 方 释 ( 他 ， 因 此 ,方程 (7) 是 这 个 几何 轨迹 的 方程 , 即 是 椭 匡 的 方 
程 (图 14)， 

以 于 所 引 的 论证 是 寻求 由 其 若干 几何 性 质 给 定 的 曲线 方程 的 
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天 型 例子 . 
以 椭 加 的 任意 点 到 两 个 已 知 点 的 距离 之 和 是 常数 这 个 性 质 为 
基础 ， 我 们 有 利用 丝线 来 面 椭 贺 的 熟知 方法 (图 15)， 


内 注 为 了 定义 什么 曲线 叫 
做 柄 圆 ， 可 以 不 取 这 里 所 说 的 条 
如 的 焦点 性 质 ， 而 取 任何 别 的 能 
刻 通 它 的 几何 性 质 ， 例 如 椭 如 是 
区 向 它 的 直径 作 " 均 匀 压 缩 "的 结 
果 这 一 性 质 (参看 第 242 页 )， 或 
i 者 某 个 别 的 性 质 . 


在 方程 四 上 令 y=0, 我 们 

得 到 一 二 ec, 即 4 是 线段 04 的 长 度 ( 图 1 人 ,这 线段 叫做 顶 加 的 

长 闪 轴 ， 类 似 地 , 令 c 一 0, 我 们 得 到 y- 土 6, 即 5 是 线段 08 的 
长 度 , 这 经 役 叫 做 蔽 图 的 短 半 办. 

数 e 一 全 叫做 梢 加 的 离心 事 ， 并 且 因 为 ec- /一 页 <a， 所 


以 精 贺 的 离心 率 小 于 1 在 圆 的 情形 c 一 0, 因此 se 一 0; 这 时 两 个 
焦点 合成 一 个 点 一 一 网 的 中 心 (因为 O81 一 OF 一 0), 但 是 前 耐用 
丝线 画 椭圆 的 方法 仍然 能 用 . 
行星 的 运动 规律 。 刻 普 勒 在 研究 了 铁 何 * 勃 拉 赫 关于 火 晨 在 
空中 运动 的 大 基 观 察 材 料 以 后 ， 发 现行 星 沿 着 理 加 轨道 而 镶 着 
»210. 


太阳 运行 , 这 时 大 阳 处 在 这 椭圆 前 一 个 焦点 上 (在 行星 绕 太 后 的 过 
动 中 ， 另 一 个 焦点 不 起 任何 作用 ) 
《图 16)， 并 且 焦 半径 p 在 同样 的 时 
间 内 扫 过 同样 面积 的 扇形 3， 而 牛 
顿 则 指明 ， 这 种 运动 的 必要 性 可 以 
数学 地 从 惯 省 定律 、 加 速度 与 作用 
力 成 正比 的 定律 和 万 有 引力 定律 
推 得 . 

惯性 椭圆 ”作为 椭 回 应 用 在 技 
术 问 题 上 的 例子 ， 我 们 来 讨论 薄板 机 
的 所 谓 屈 性 酉 贺 ， 设 有 着 一 块 同样 厚薄 而 且 由 均匀 的 物质 作成 的 
薄板 , 例如 某 种 形状 的 一 块 洋 铁 板 。 我 们 使 它 绕 着 在 板 平面 上 的 
一 条 轴 旋 转 ， 大 家 知道 , 沿 直线 运动 的 物体 ,对 于 这 直线 运动 说 有 
一 个 与 黄 质 最 成 正比 的 惯性 (不 依 事 于 物体 的 形状 和 其 质量 的 分 
布 )， 与 这 相仿 , 绕 轴 施 转 的 物体 , 例如 飞轮 , 对 于 这 转动 说 也 有 惯 
性 ， 然 而 在 旋转 的 情形 里 , 惯性 不 仅 与 旋转 物体 的 质量 成 正比 ,而 
且 还 依 束 于 这 物体 的 质量 对 于 旅 转轴 的 分 布 ， 因 为 质量 距离 旋转 
轴 例 远 ,对 于 旋转 的 饥 性 就 人 请 大 。 璧 如 说 , 一 根 棒 非 常 容易 使 它 立 
启 绕 纵 轴 作 迅速 的 旋转 (图 17 a)， 而 如 果 要 它 立 刻 绕 垂直 于 其 
长 的 轴 作 迅速 的 旋转 , 则 即使 令 旋转 铀 通过 它 的 中 点 , 当 这 根 梯 不 
是 很 轻 时 , 也 要 费 去 很 大 的 力量 (图 17 b). 

可 以 证 明 , 物体 绕 某 条 轴 旋 转 的 惯性 , 即 所 谓 物 体 关 于 这 条 轴 
的 “惯性 矩 ” 等 于 72m。( 呈 rems 是 和 式 73ma 十 To 十 … 十 Tan 
的 缩写 , 并且 认 为 物质 分 割 成 按 其 量 说 是 非常 小 的 微粒 , 而 ms 是 
微粒 的 质量 , 7, 是 微 粒 到 旋转 轴 的 距离 , 而 且 对 物体 的 全 部 微粒 
求 总 和 .) 

回 到 我 们 的 薄板 . 设 O 是 这 薄板 的 任意 点 (图 18)， 我 们 来 讨 
论 这 薄板 对 于 通过 点 OQ 而 且 处 在 薄板 平面 上 的 轴 的 委 性 矩 J ，. 
为 此 我 们 取 O 作为 直角 沧 标 系 的 原点 ， 再 在 薄板 平和 上 随便 选 霹 
玉生 归 轨 党 的 高 心 守 家 小 ,因而 行星 的 轨道 几乎 是 一 个 区 
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Oz 轴 和 0y 负 ， 十 是 旋转 轴 立 就 可 以 骨 它 与 Oz 轴 的 交角 9 来 刻 
画 ， 容 易 看 出 (图 19)， 
1 一 | (二 9 一 acoszjl 一 |zsinp 一 %cosz|- 
出 此 
Erim~— T(r sin’g—22g sing cosp+y oop) me 
~—sin’p Etnm— 2sing cosg Eryam toos gy Dm. 
量 sin’yp, 2singpoosg 和 cos?g 可 以 拿 出 各 号 之 外 ,因为 这 些 散 对 
212, 


于 输 公 说 都 是 常量 现在 我 们 记 
Erim—A, 一 Zetpm 一 DB Tym=o0, 
量 4， 呈 和 CO 〇 不 依 环 于 轴 名 的 选取 , 而 只 依赖 于 薄板 的 形状 和 其 
质量 的 分 布 以 及 坐标 轴 Oe 和 0y 的 一 劳 永 逸 的 选择 总之， 
-一 4ginsp 十 32Bainpeosgyp 十 Oocossp. 
我 们 来 讨论 在 薄板 平面 上 通过 点 O 的 所 有 可 能 的 轴 uw， 我 们 
在 每 条 轴 上 从 点 0 起 截取 一 个 长 度 p 的 线段 , 使 p 等 于 薄板 对 于 


这 轴 的 惯性 乱 了。 的 平方 根 的 偶数 , 即 p 一 <=， 二 是 我 们 得 到 


让 -Asn?p+2Bsinpooeg+Ooos'p, 


但 是 wm~pomp, 9 一 Psing 
因此 , 这 个 几何 轨迹 的 方程 有 下 列 形状 : 
Om +2Boy+ A =1, 

得 到 的 是 一 条 二 次 曲线 , 它 显然 是 有 界 的 和 封闭 的 , 即 是 一 个 梢 加 
《图 20), 因为 我 们 在 以 后 将 要 证 
明 , 所 有 其 他 的 二 次 曲线 , 不 是 无 
界 的 , 就 是 退化 成 一 点 . 

现在 得 到 了 一 个 值得 注意 的 
结果 ， 不 管 游 板 的 形状 和 大 小 如 
何 ,也 不 管 其 质量 如 何 分 布 ,这 潍 
板 对 于 处 在 薄板 平面 而 且 通过 洲 
板 的 已 知 点 0 的 各 条 轴 的 惯性 
矩 (特别 是 与 它们 的 平方 根 成 反 
比 的 量 p), 刻本 出 一 个 椭 图 ， 这 0 
个 描 圆 叫做 薄板 对 于 点 0 的 惯性 夭 回 ， 如果 点 0 是 薄板 的 重心 ， 
如 这 个 燃 图 叫做 薄板 的 中 心 惯性 椭 回 . 

惯性 椭 贺 在 力学 中 起 着 很 大 作用 ， 而 且 它 在 材料 强度 里 有 特 
别 重要 的 应 用 。 在 材料 强度 里 正明 ,假如 我 们 有 一 根 已 知 截面 的 
横梁 ， 则 它 的 抗 变 强度 与 其 截面 对 于 通过 截面 重心 而 垂直 于 守山 
为 方向 的 轴 的 惯性 短 成 正比 ， 让 我 们 用 例子 来 说 明 这 一 点 ， 假 定 
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小 河上 的 小 桥 是 木板 做 的 ， 这 木板 受到 过 桥 行人 的 重 最 作用 而 计 
和 由。 如 果 同 一 块 木板 (而 不 是 较 厚 的 木板 侧面 彰 上 放 ， 它 几乎 完 
全 不 会 弯曲 , 这 就 是 说 , 侧面 朝 上 放 的 木板 是 所 谓 坚 因 的 。 这 是 因 
为 木板 的 模 截 面 是 相当 长 的 长 方形 , 这 截面 对 于 处 在 其 平面 上 , 通 
过 其 中 心 而 且 垂 直 于 其 长 边 的 轴 的 惯性 甜 ( 假 如 认为 稚 面 上 质量 
是 均匀 分 布 的 ), 比 对 于 平行 于 其 长 边 的 办 的 刍 性 矩 来 得 大 ， 如 果 
不 是 平 放 , 也 不 是 侧 着 放 ,而 是 斜 著 放 , 甚至 如 果 取 的 不 是 木板 ,而 
是 有 任意 截面 的 材料 ,例如 铁轨 , 奇 曲 强 度 依然 与 截面 对 于 处 在 其 
平面 上 而 且 通 过 其 重心 的 轴 的 惯性 窍 成 正比 。 因 比 , 横梁 经 受 窟 
曲 的 强度 被 其 截面 的 惯性 椭圆 所 刻画 . 

例如 ， 对 于 普通 的 长 方形 截面 的 木板 ， 这 个 柚 圆 有 面 在 图 21 
上 的 形状 ， 这 种 横梁 在 Oz 轴 方 向 上 经 受 弯 曲 的 强度 与 5 如 成 正 
比 . 

钢 梁 常常 采取 “『" 形 的 截面 ， 在 图 23 上 画 着 这 种 横 寻 的 截 
画 和 惯性 精 圆 ， 它 在 : 轴 的 方向 具有 经 受 弯曲 的 最 大 强度 ， 例 如 
在 雪 的 负荷 和 特殊 的 重 压 下 的 屋 梁 , 就 可 以 利用 它们 , 这 时 它们 正 
好 在 这 最 适宜 的 方向 上 经 受 弯曲 . 
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双 曲 线 和 它 的 焦点 性 质 ”现在 我 们 来 讨论 方程 


人 
号 -区 - 


它 表示 的 曲线 叫做 双 尚 线 。 如 果 用 。 表 水 使 = 二 8 的 数 ， 则 
可 以 证 明 ， 双 上 曲线 是 到 岗 个 已 知 点 Fi 积 瑟 的 距离 之 差 是 常 基 
所 一 一 26 的 点 的 几何 轨迹 ， 这 里 点 及 和 本 处 在 Ow 才 二 而 且 
训 横 坐标 。 和 一 e( 图 28)。 点 本 和 Ts 也 叫做 焦点 . 





抛物 线 和 它 的 准 线 ” 基 后 我 们 来 讨论 方 和 
Pape, 
我 们 把 它 所 表示 的 曲线 叫做 抛物 线 ， 处 在 02 轴 上 而 且 有 模 坐 近 
得 的 点 耳 岂 做 抛物 线 的 焦点 ,平行 于 Oy 轴 的 直线 y 一 一 笛 叫做 
抛物 线 的 准 线 ， 设 用 是 擅 物 线 上 的 一 个 点 (图 24), 而 且 p 是 其 
焦 半 径 ML 的 长 度 , d 是 从 大 引 到 准 线 的 和 直线 的 长 度 ， 我 们 
对 于 点 让 米 计 算 p 和 2。 从 加 斜 线 的 三 角形 我 们 得 到 
?+ 
由 于 点 好 在 抛物 线 上 ,对 于 它 有 妨 一 272 周 纪 
Po 区 ap 和) 
但 是 直接 从 图 上 看 到 8 一 * 十 本 , 所 以 一 中， 即 p 一 d。 反 桓 的 
论证 表明 ,如果 有 点 满足 条 件 pd， 则 它 就 在 所 说 的 抛物 线 上 . 因 
此 ,抛物线 是 这 种 点 的 几何 所 迹 ， 从 其 中 每 个 点 到 已 知 点 五 (所 漳 
) 的 距离 p, 等 主 它 到 已 知 直线 (所 谓 谁 线 ) 的 距离 对 
215。 





红 物 筷 切 统 的 许 质 我 们 来 讨论 势 物 线 切线 的 一 个 重要 性 反 
和 它 在 光学 上 的 应 用 。 因 为 
对 于 热 物 线 说 有 久 一 2pz， 
所 以 对 于 它 说 有 吕 虹 一 
2pdz, 即 导数 (或 者 说 切线 对 
Oz 轴 的 倾角 9 的 正切 也 一 
样 ) 等 于 至 -证 p- 卫 (四 
25) . 

另 一 方面 ， 直 接 从 图 上 
得 出 








y 

即 y~2g, 又 因为 Ym9 二 由 所 以 中 一 p。 于 是 从 焦点 也 出 发 的 
射线 , 经 过 方向 与 切线 方向 重合 的 扫 物 线 微 弧 的 反射 ,根据 入 射 第 
等 于 反射 角 的 定律 ， 反 射 成 平行 于 Oz 轴 《( 即 平行 于 抛物 线 的 对 称 
轴 ) 的 光线 而 远 去 . 

牛顿 根据 抛物 线 的 这 个 性 质 制 造 了 反射 望远镜 ， 假 如 制造 一 
个 中 面 镜 , 它 的 表面 是 一 个 所 谓 旋 转 抛 完 面 , 即 由 抛物 线 绕 其 轴 旋 
转 而 得 到 的 曲面 , 那 末 从 天 体 茶点 发 出 的 严格 地 沿 着 镜 “ 轴 ”的 方 
抬 的 所 有 光线 ,就 被 锐 面 业 集 于 一 个 点 一 一 镜面 的 焦点 (图 26). 
从 天 体 上 另外 的 点 发 出 的 .已 经 不 完全 平行 于 镜 轴 的 光线 , 也 儿子 
被 诊 集 成 靠近 焦点 的 一 个 点 ， 因 此 , 在 所 谓 焦 平 面 上 , 即 在 授 过 镜 
面 焦点 而 垂直 于 其 轴 的 平面 上 , 我 们 得 到 天 体 的 一 个 倒 像 ,并 且 这 
个 像 离开 焦点 愈 远 就 愈 模糊 ， 因 为 只 有 严格 地 平行 于 镜 轴 的 光线 
才 聚 集 于 一 个 点 ， 而 不 完全 平行 于 辆 的 光线 并 不 完全 聚集 于 一 个 
点 ， 得 到 的 像 可 以 在 特制 的 显微镜 (所 谓 和 远视 望远镜 ) 里 观看 ， 这 
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时 可 以 直接 看 , 也 可 以 为 了 不 使 头 部 遵 住 天 体 , 用 一 个 不 大 的 平面 
镜 使 光线 转向 来 看 , 这 平面 镜 放 置 在 望远镜 内 的 焦点 附近 ( 比 焦点 
稍稍 雁 近 四 面 镜 ), 与 四 面 镑 轴 作成 45” 角 . 

根据 扫 物 线 的 所 说 性 质 还 可 以 制作 探照灯 (图 27)， 在 探 昭 
灯 中 , 相反 地 , 强 有 力 的 光源 放 在 抛物 面 镜 的 焦点 处 , 于 是 它 的 光 
线 经 过 镜面 的 反射 ， 就 成 为 平行 于 镜 轴 的 光线 。 汽车 的 前 灯 也 有 
同样 的 结构 (图 28) . 

在 椭圆 的 情形 ， 容 易 证 明 ， 从 它 的 一 个 焦点 Fi 出 发 的 光线 ， 








经 过 机 加 的 瓦 射 ， 聚 集 于 另 一 个 焦点 Fs 处 (图 29)。 而 在 双 曲 线 
的 情形 ， 从 它 的 一 个 您 点 天 出 发 的 光线 ， 经 过 它 的 反射 后 , 成 为 
好 你 从 另 一 个 焦点 Za 出 发 的 光线 (图 30). 











图 30 


糊 加 和 双 曲 线 的 准 线 与 抛物 线 类 似 ， 椭 辕 和 双 有 曲线 也 有 准 
线 , 并 且 有 两 条 准 线 。 如 果 取 焦点 和 与 它 问 钢 的 准 线 , 则 对 于 悄 蜀 
的 所 有 点 都 有 部 一 % 这 里 。 是 所 说 棋 加 的 离心 率 , 在 码 团 的 销 形 
它 总 小 于 二 同时 对 于 双 曲 线 对 应 一 支 的 所 有 点 也 都 有 号 一 人 
这 里 s 是 所 说 双 曲 线 的 离心 率 , 并 且 在 双 昌 线 的 情形 它 总 大 于 1， 

因此 , 德国、 抛物 线 和 双 曙 线 都 是 平面 上 所 有 这 种 点 的 儿 何 轨 
迹 ,点 到 焦点 的 距离 p 对 点 到 准 线 的 距离 @& 的 比值 是 常数 (图 31 
和 33)， 只 是 这 个 常数 在 椭圆 时 小 于 1, 在 执 物 线 时 等 于 1， 在 双 
曲 谎 时 大 村 1。 在 这 意义 下 , 执 物 线 是 从 椭圆 到 双 曲 线 的 所 谓 “ 极 


a 
也 


图 3L 国 33 
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限 " 博 形 或 者 “过 湾 " 情 形 . 

国 锥 巷 线 ”在 古 希 胆 时 还 曾 详细 地 研究 了 正 圆锥 被 平面 记 蕉 
而 得 到 的 曲线 ， 如 果 截 平面 与 圆锥 的 轴 作 成 的 角 史 是 90"， 即 如 
果 平 面 垂 直 于 轴 ， 则 得 到 的 截 线 是 圆 ， 容易 证 明 ， 如 果 角 gq 小 于 
90", 但 是 大 于 圆锥 的 轴 与 其 母线 组 成 的 角 则 得 到 的 是 攀 圆 . 各 





图 34 
果 角 gp 等 于 角 a, 则 得 到 的 是 抛物 线 ， 如 果 角 9 小 于 角 w 则 得 
到 的 截 线 是 双 曲线 (图 
33). 
殷 物 线 作为 与 平方 
成 正比 的 图 像 和 双 曲 线 


作为 反比 的 图 像 ”我 们 
要 来 指出 ， 与 平方 成 正 
上 比 的 函数 

y= ha? 
的 图 像 是 抛物 线 (图 


34), 反比 函数 


3 一 人 或 my=% 





的 图 像 是 双 井 线 (图 35)， 后 者 是 很 容易 证 实 的 。 双 曲 线 在 前 而 
y 是 被 定义 为 由 方程 
y 号 -条 -1 
所 表示 的 槛 线 的 。 
在 特别 情形 , 当 a-- 
时 ， 这 就 是 所 谓 “ 等 边 双 井 
9 线 "， 它 在 双 曲 线 中 起 着 与 
图 在 桶 加 中 相间 的 作用 在 
这 种 情形 ， 如 果 让 坐标 辆 放 
转 如 (图 86)， 这 个 方程 在 
新 坐标 系 里 就 变 成 
外 3 一 有 
刚才 我 们 讨论 了 三 种 重要 的 二 次 曲线 ， 撕 团 、 双 基线 和 抛物 
线 ， 并 且 取 作 它 们 的 定义 的 是 用 米 表 示 它 们 的 所 调 “ 款 准 " 方 
各 
各 + 如 -1L， 加 -种 ~ 和 护 -2p9 
现在 我 们 要 来 研究 带 两 个 变数 的 一 般 的 二 次 方程 , 那 就 是 说 ， 
米 研究 它 所 风 示 的 究竟 是 哪样 一 些 曲 线 的 问题 


§8. 把 一 般 的 二 次 方程 
化 成 标准 形状 

欧 拉 所 作 的 解析 几何 的 第 一 个 系统 的 叙述 i748 年 在 欧 拉 
的 分 析 引 论 * 里 出 现 了 解析 儿 何 发 展 中 的 重要 的 一 步 ， 在 该 书 第 
二 卷 里 , 在 其 他 事物 之 间 , 先 给 出 的 是 归于 函数 论 和 分 析 其 他 部 分 
的 东西, 但 是 也 令 述 了 平面 上 的 解析 儿 何 , 附 有 二 次 出线 的 详细 的 
研究 , 非常 接近 于 今天 解析 几何 教科 书 中 的 叙述 ,而且 还 研究 了 高 
阶 利 线 ， 这 是 在 现代 字义 下 的 第 一 本 解析 儿 何 教程 
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把 方程 化 成 标准 形状 的 观念 ”二 次 方程 ? 
4as 二 2Bey 十 OP- 二 2De 十 2B9% 十 五 一 0 
包含 着 六 项 , 而 不 像 前 面 所 讨论 的 多 图 、 双 曲线 和 抛物 线 的 标准 方 
程 那样 具 包含 三 项 或 两 项 .这 并 非 由 于 这 种 方程 表示 更 复杂 的 曲 
线 , 而 是 由 于 写 出 这 方程 时 所 在 的 坐标 系 对 它 并 不 是 最 适宜 的 . 可 
以 证 明 , 如 果 适 当地 选用 笛 卡 几 直 角 坐 标 系 , 则 带 两 个 变数 的 二 次 
方程 总 可 以 化 成 下 列 标准 形状 中 的 一 个 ; 


DD 号 + 条 -1-0 COTY 前 加 

允 号 + 短 +1-0， 《CC 一 》 电 柄 加 
. WR 

全 区- 菇 -1-0。 》 人 双 册 线 


5 号 -项 -0 全 < 一 对 相交 的 直线 
< 
11 


8) 妨 一 2po=0 抛物 线 
7) 2 -a0 一 对 平行 的 直线 
8) w+a—0. 】j ”一 对 虚 的 平行 直线 
9) ~0. 1 一 对 重合 的 直线 


这 里 a5, 2 都 不 等 于 零 . 

在 列举 的 标准 形状 中 , 方程 (DD, (4) 和 (6) 我 们 早已 知道 了 ; 它 
们 就 是 三 回 、 双 曲线 和 抛物 线 的 标准 方程 ， 列举 的 方程 中 有 两 个 
不 被 任何 实 点 所 满足 , 那 就 是 方程 (2) 和 (8)， 事实 上 , 实数 的 平方 


总 是 正 数 或 者 零 ， 因 而 在 方程 ( 驴 的 左边 已 经 有 两 项 之 和 各 + 
条 不 是 负数 ， 除 此 而 外 还 有 一 项 二 1， 因此 左边 不 能 成 为 零 ; 同 
1 区 ,zw y 的 系数 我 们 不 记 敌 BD, 孔 而 记 做 28, 2D, 2B, 是 为 了 简化 后面 


的 公式 的 写法 。 
221 。 





样 丰 ， 在 方程 (8) 中 数 吧 不 是 负数 ， 而 只 则 是 正 数 。 从 同一 些 极 
法 知道 ， 方 程 (3) 只 被 一 个 点 (0, 0) 一 一 从 标 原点 所 油 足 ， 方 积 


与) 可 以 写成 : 
GD 


于 是 就 知 道 , 满足 它 的 是 而 且 只 是 使 一 次 式 多 一 车 或 者 二 + 芝 


等 于 零 的 那些 点 ， 即 它 所 表示 的 是 由 这 样 一 对 相交 直线 的 全 体 组 
成 的 曲线 ， 方程 (7) 同 样 地 给 出 (一 2) Ce 十 四] 一 0， 即 对 应 的 此 线 
是 一 对 平行 的 直线 = 一 a 和 we， 最后， 曲线 (9) 是 曲线 (站 当 
2 一 0 时 的 特别 (极限 ) 情 形 , 即 是 一 对 重合 的 直线 . 
坐标 变换 的 公式 ”为 了 得 到 关于 二 次 曲线 可 能 的 类 型 的 所 说 
重要 闭 果 ， 我 们 必须 先 引 出 在 坐标 系 改 变 时 点 欧 直 骨 坐 标 如 何 政 
变 的 公式 
设 wy 是 某 个 点 型 对 于 坐标 轴 Ozg 的 坐标 ， 我 们 把 这 些 举 
标 轴 平 行 于 自己 地 移 到 新 位 置 Oz'y， 而 且 新 原点 0 对 于 旧 沧 栋 
轴 的 坐标 是 上 和 刀 明显 地 (图 37)， 点 于 对 于 新 坐标 轴 的 坐标 
几 用 入 与 它 对 于 月 坐标 轴 的 坐标 二 及 y 的 关系 由 下 列 公式 天 不 
ie 
Y= + 
这 就 是 所 谓 平 行 移 辅 的 公式 .又 如 果 我 们 让 坐标 轴 Ozgy 绕 原点 
向 反 时 针 方向 旋转 一 个 角 W 则 容易 得 知 (图 38), 把 由 新 坐标 线 


3 弛 








段 w' 及 Y 组 成 的 折线 O4' 投射 到 Oo 轴 和 0y 轴 上 ,我 们 得 到 
wz cop—Yy sing, 
y™7'sing+y oosg, 

这 是 旋转 直角 坐标 系 的 坐标 变换 的 公式 2. 

如 果 给 丁 某 条 曲线 对 于 坐标 辅 0zy 的 方程 了 (wm, y) ~0, 而 
要 写 出 这 同一 条 由 线 的 经 过 变换 的 方程 ， 即 这 同一 条 曲线 对 于 新 
坐标 轴 0'w'y 的 方程 那 末 只 要 把 方程 了 (wz, y) ~0 中 的 zc 和 y,， 
用 由 变换 公式 所 给 的 它们 通过 sw' 和 的 表达 式 代入 就 成 ， 举 例 
说 , 经过 平行 移 轴 , 我 们 得 到 变换 成 的 方程 

Fl +té, y+ —O, 
而 经 过 转轴 则 得 到 方程 
F(a'cosp—y sing, sinpt+y cosp) =0, 

我 们 注意 到 ,在 变换 到 新 坐标 轴 时 , 方程 的 次 数 不 会 改变 ， 实 
际 上 ,因为 变换 公式 是 一 次 的 , 所 以 次 数 不 能 增高 , 但 是 次 数 也 不 
能 减低 , 因为 否则 经 过 反 逆 举 标 变换 , 次数 就 要 增高 了 ( 面 后 者 也 
是 一 次 的 )。 

把 任意 二 次 方程 化 成 9 种 标准 形状 中 的 一 种 ”现在 让 我 们 来 
证 明 , 对 于 无 论 怎 么 样 给 定 的 带 两 个 变数 的 二 次 方程 , 总 可 以 先 经 
过 转轴 , 再 经 过 平行 移 轴 ,使 得 在 最 终 的 华 标 加里, 变换 成 的 方程 
有 形状 (七 ，(2)，…，(9) 中 的 一 个 . 

实际 上 , 设 给 定 的 二 次 方程 有 形状 

A +2Bry + OW +2Do+2By+ Fd. (8) 
让 轴 旋 转 一 个 角 9， 这 个 角 是 我 们 现在 要 来 选 到 的 .把 方程 (8) 中 
的 z 和 34 用 它们 以 新 坐标 表示 的 式 子 (按照 转轴 公式 ) 代 入 ， 经 过 
合并 同类 项 , 我 们 在 变换 成 的 方程 
， Aw3+2B'zy + Oy+2D'g +28'Yy +F =0 
里 得 到 系数 2B': 

2B'~ 一 24ain pcosg 十 2B(ecossy 一 sin2g) 十 20singoosg 
一 2Bcos2p 一 (4 一 C)sin2p。 

末世 叫做 转 负 的 公式 ， 一 评剧 注 
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令 这 个 系数 等 于 办 ,我 们 得 到 
2Bcos2p= (A4—O)sin2g, 
于 是 o2p- 全 2. 
但 是 因为 余 切 的 变动 范围 是 从 一 co 到 十 co 所 以 总 可 以 求 得 这 
样 的 角 9 使 得 这 个 等 式 成 立 ， 当 坐标 轴 旋 转 这 样 一 个 角 后 , 在 旋 
转 后 的 坐标 轴 Oz'g' 里 ,我 们 得 到 在 原来 坐标 轴 里 由 方程 (8) 支 示 
的 曲线 方程 
A'z?+O'y +2D'w +2By F=0. (9) 
即 它 已 经 不 再 包含 举 标 乘积 的 项 (了 还 是 原来 的 , 因为 转轴 公式 
不 包含 常数 项 . ) 
现在 我 们 让 已 经 旋转 过 的 轴 0w'y 平移 到 新 位 置 0"2"y"， 而 
且 设 新 原点 0" 对 于 坐标 轴 Ow'y' 的 学 标 是 ,我 们 的 曲线 在 
这 些 最 终 的 坐标 轴 蜂 的 方程 是 
A’(o"+EN HO Yt) +2D’ (2"+E") 
+2E'(y'+7)+F=0. (10) 
我 们 来 证 明 , 总 可 以 如 此 地 选取 去 入， 妈 如 此 地 让 坐标 者 Oy 
作 平 行 于 自己 的 移动 ， 使 得 在 坐标 轴 0"w"y' 里 的 最 终 的 方程 有 
标准 形状 (了 D，(2)，…，(9) 中 的 一 个 . 
在 方程 (10) 里 脱 去 全 部 括 弧 而 且 合并 同类 项 , 我 们 得 到 
A +Oy ?+2 AE+D)" 
+2(0% + E)y+F=0, (10") 
这 里 我 们 用 表示 所 有 常数 项 的 和 ; 对 于 它 是 怎样 一 个 数 ， 我们 
现在 并 不 嫩 兴 趣 . 
我 们 来 讨论 三 种 可 能 情形 . 


工 4 和 0' 都 不 等 于 零 . 在 这 情形 里 ， 到 一 一 她， 一 


-各 ,我 们 就 消去 了 一 次 项 2" 和 "而 且 得 到 下 列 形状 的 方程 : 
Az3+OY+F =0. OD 
TI. 4xz0， Co 但 是 责 *0， 取 名 -一 区 -0 如 
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二 





y'~y ,我们 得 到 方程 
Aw +28Yy + = 


Pe 
或 者 4 人 we 一 0. 


再 沿 Oy 辅 平行 移动 一 个 量 一 一 忒 , 我 们 求 得 六 一 
即 y+ 吉 7 一 六 ,于 是 我 们 得 到 方 和 
ora 二 3 再 of 一 0 GD 
如 果 4 一 0 OA0 和 也 *0, 我 们 只 要 交换 = 和 的 地 位 
就 得 到 上 述 情形 。 


IT 4%0,，0' 一 0 一 0， 仍然 取 一 一 六 ,7 一 0， 我 们 
得 到 方程 


Wr 


403 十 玉 一 0. (HD 

如 果 4'~0, 0'*0,D'~0， 我们 仍然 可 以 交换 % 和 y 的 地 位 . 

以 上 已 经 穷尽 了 所 有 的 可 能 性 ， 因 为 4 和 0 不 能 同时 等 于 
零 , 否则 就 会 降低 方程 的 次 数 , 而 我 们 知道 在 坐标 变换 下 这 次 数 是 
不 会 改变 的 . 

总 之 ,经 过 直角 坐标 的 适当 选取 , 每 一 个 二 次 方程 可 以 化 成 三 
种 所 谓 “ 归 范 ” 方 程 (DD, (TI) 和 (ID 中 的 一 个 . 

设 方程 有 形状 (D (这 种 情形 圣 4 和 0 都 不 等 于 零 ). 如 果 
了 0, 则 可 把 方程 (DD 写成 








有 只 
+10, 
-下 -可 


然后 ， 根 据 4 0', Fr" 的 符号 ,把 它 化 皮 方 程 (1)，(2) 和 和 (中 的 
一 个 .如果 ww” 的 分 母 是 负数 , 而 y” 的 分 母 是 正 数 , 则 还 需要 改 
变 坐 标 轴 的 名 称 , 改 0"e" 为 O"y" 和 改 0"y" 为 Oo 
如 果 如 一 0 则 在 把 方程 了 改写 成 
2 we i 
王 二 
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以 后 ,我 们 引出 方程 (9) 或 者 (可 
如 果 方程 有 形状 (ID) (在 这 种 情形 里 4 和 也" 痢 不 等 十 堆 )， 
刚 在 把 它 写成 
s+ 2 yo0 


以 后 , 只 要 把 -如 记 做 p 而 且 将 轴 0"w" 和 0"y" 的 名 称 改 为 


0"W" 和 0"2", 我 们 就 得 到 方程 (6)， 

最 后 ， 如 果 我 们 有 形状 C0I) 的 方程 (并 且 这 时 4%0), 则 它 
可 以 改写 成 

w+ 一 0 

我 们 就 得 到 方程 (7)，(8) 和 (9) 中 的 一 个 。 

刚才 证 明了 的 ， 关 于 每 一 个 二 次 方程 都 可 以 化 成 9 种 标准 形 
状 中 的 一 种 的 定理 ， 欧 拉 就 已 经 详细 地 探讨 过 了 。 欧 拉 书 中 的 论 
证 只 是 在 形式 上 与 刚才 记 引 的 有 些 不 同 轩 了 、 


§9. 用 三 个 数 规定 力 、 速 度 和 
加 速度 向 量 理论 


紧 接 着 欧 拉 以 后 , 拉 格 朗 日 作 了 重要 的 一 步 。1788 年 拉 格 朗 
日 在 他 著 的 < 解析 力学 > 里 把 力 、 速 度 和 加 速度 算术 化 了 , 完全 像 入 
卡 儿 把 点 算术 化 一 样 。 拉 格 朗 日 引入 他 的 书 中 的 这 个 观念 ， 后 来 
以 所 调 向 最 型 论 的 形式 出 现 , 是 在 物理 、 力 学 和 技术 中 的 极 重要 的 
助手 . 

空间 中 的 直角 坐标 ”首先 我 们 要 指出 ， 不 论 是 笛 卡 儿 还 是 牛 
频 都 没有 能 在 空间 中 展开 解析 几何 。 后 来 在 十 八 赴 纪 前 半 叶 ,这 
就 已 经 由 克 蛙 洛 税 拉 善 尔 散 到 了 。 为 了 在 空间 中 规定 一 个 点 和 H， 
我 们 到 三 条 互相 垂直 的 轴 Oz, Oy 和 Oz, 而 且 考 虑 点 改 到 平面 
Oyz, Ozz 和 Owy 的 蝶 离 ， 这 些 距 离 取 对 应 的 符号 就 则 做 点 用 的 
楼 坐标 号 织 坐标 9 和 立 举 标 = 
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拉 格 朗 日 引入 的 力 、 速 度 和 加 速度 的 算术 化 ”我 们 来 讨论 一 
个 力图 40)。 在 取 定 单位 后 , 它 可 以 用 具有 确定 的 长 度 和 方向 
的 有 向 线段 来 表示 。 拉 格 朗 日 说 ， 这 个 力 了 可 以 分 解 成 沿 着 力 
Om, Oy 和 0z 的 三 个 分 力 : fs，fy 和 js 这 些 分 力作 为 轴 上 的 有 
向 线段 , 已 经 可 以 简单 地 用 数 来 给 定 它们 , 这 些 数 的 正 负 依赖 于 池 
阅 线 段 的 方向 是 否 与 轴 的 正方 向 相同 .六 此 就 可 以 讨论 例如 力 
(2, 3, 汐 或 者 力 (1 一 2 5) 等 等 . 当 力 按 平 行 四 边 形 定律 相 加 时 ， 
容易 证 明 ( 后 面 将 会 做 到 这 一 点 ), 它们 的 对 应 的 分 力也 相 加 。 举 
例 说 ， 上 而 写 过 的 两 力 之 和 是 力 (2+1, 3 一 2, 4+ 一 (8, 1, 9)， 
对 于 速度 和 加 速度 也 可 以 做 同样 的 工作 , 在 力学 的 全 部 问题 中 , 可 
以 抬 联系 力 、 速 变 和 加 速度 的 所 有 力学 方程, 写成 联系 它们 的 分 力 
的 方程 ， 即 单 是 联系 数 的 方程 ! 只 是 每 个 方程 都 得 写成 三 个 方程 ; 
一 个 关于 “的 , 第 二 个 关于 的 ,第 三 个 关于 的. 

正好 在 拉 格 朗 日 以 后 一 百年 ， 数 学 和 物理 在 当时 发 展 着 的 电 
学 理论 的 影响 之 下 ， 开 始 广泛 地 讨论 这 种 有 确定 长 度 和 方向 的 线 
眉 的 一 般 理论 。 这 种 线 眉 就 被 称 为 向 量 . 

向 量 理论 在 力学 、 物 理 和 技术 方面 有 很 大 的 价值 , 而 它 的 叫做 
向 量 代 数 ( 以 别 于 向 量 分 析 ) 的 代数 部 分 ， 现 在 已 经 是 解析 几何 的 
重 灾 组 成 部 分 。 
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向 量 代 数 ”任意 的 有 向 线段 (不 论 它 表 示 的 是 : 力 、 速 度 、 加 速 
度 还 是 任何 别 的 东西 )， 即 有 已 知 长 度 和 确定 方向 的 线段 ， 咱 铀 
向 量 . 有 同一 长 度 和 同一 方向 的 两 个 向 量 对 做 相等 的 , 即 在 “向 其” 
客 念 中 考虑 的 上 只是 它 的 长 度 和 它 的 方向 ， 向 量 可 以 相 加 . 设 给 本 
向 量 @, 6B,…, d， 从 一 个 点 引出 向 量 ,然后 从 向 量 @ 的 益 点 
引出 向 量 如 等 等 .我 们 得 到 了 所 谓 向 量 折 线 @z…G@( 图 41)。 向 
量 tm, 其 起 点 与 这 折线 的 第 一 个 向 量 @ 的 起 点 重合 ， 而 其 北 点 则 
与 这 折线 的 最 后 一 个 向 六 中 的 获 点 重合 ， 这 向 量 就 叫做 这 些 向 量 
的 和 ， 
m=a+b+.+d. (1) 
容易 证 明 , 向 基 tm 与 各 项 已 …， 4 选 皮 的 次 序 无 关 ， 





图 绍 

长 度 与 向 量 @ 的 长 度 相等 ， 耐 方向 则 与 它 相反 的 向 量 ， 叫 做 
它 的 反 向 量 , 而 且 记 做 一 G， 

减 去 向 量 @ 就 是 指 加 上 它 的 反 向 量 . 

普通 的 实数 在 向 量 计算 里 叫做 数量 ， 设 给 了 向 量 @ (图 42) 和 
数量 X， 那 末 向 量 条 上 数量 ( 数 )) 的 乘积 , 即 NG, 是 指 这 样 一 个 
向 量 ,其 长 度 等 于 向 量 @ 的 长 度 |al 乘 二 数 的 绝对 值 , 而 其 方向 
当 和 >0 时 与 @ 相同 , 当 和 <0 时 与 相反 . 

我 们 来 讨论 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 Ozyz 和 向 量 el, ea es 这 些 
向 量 都 有 单位 长 度 而 且 方 向 分 别 与 轴 Or，0y, 0z 的 正方 向 相同 ， 
明显 地 , 从 源 点 O 到 空间 中 任意 取 的 点 者 (图 48)， 可 以 先 沿 着 向 
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图 遇 


最 el 走 若干 步 ”( 正 负 整 数 、 分 数 或 无 理 数 " 步 数 ")， 然 后 沿 着 向 
量 es 走 若干 " 步 "”， 最 后 沿 着 向 量 es 走 若干 “ 步 ” 表明 在 这 时 灌 
向 量 ea，ea，es 必须 走 若干 “ 步 ” 的 数 z, y, 2 显然 就 是 点 好 的 笛 
卡 儿 坐 标 . 

设 给 了 一 个 向 量 中 我 们 让 一 个 点 从 这 向 量 的 起 点 移动 到 它 
的 终点 , 而且 把 这 个 移动 分 解 成 平行 于 轴 0%, Oy 和 0 的 移动 , 于 
是 如 果 这 时 这 个 点 平行 于 Ow 轴 移 动 zez， 平 行 于 0y 轴 移 动 yes, 
平行 于 9% 轴 移 动 zes, 则 

一 cei 十 923 十 2z2a. (12) 

数 9, gz 叫做 向 量 @ 的 华 标 。 当 把 向 量 @ 的 起 点 放 在 坐标 原点 
0 上 时 ， 这 显然 就 是 这 个 向 量 的 终点 于 的 坐标 (图 44)。 由 此 可 
知 , 当 向 量 相 加 时 它们 的 同名 坐标 相 加 , 相 减 时 它们 的 同名 坐标 相 
减 .如果 第 一 个 向 量 沿 Oz 轴 “ 挪 动 ”wes, 第 二 个 向 量 沿 Oo 轴 “ 挪 
动 ”zfe,, 则 它们 之 和 显然 沿 Oo 轴 “ 挪动 ”te 二 wo)e 等 等 (图 45). 
还 可 以 知道 , 当 向 量 科 上 某 个 数 时 , 它 的 坐标 也 慰 上 这 个 数 . 

数量 缚 积 和 它 的 性 质 ”如 果 给 了 两 个 向 量 和 5, 则 等 于 它 
们 的 长 度 壬 上 它们 之 间 角 9 的 余 强 的 采 积 |g||5|coeg 的 数 , 就 叫 
做 它们 的 数量 乘积 , 耐 且 记 做 吧 或 者 (ab)， 设 Cw, Y, 是 向 量 严 
的 坐标 , (Z, 5 本 是 向 量 的 坐标 , 这 时 候 数量 乘积 就 等 于 
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1 一 27 十 好 十 号， (18) 
即 等 于 它们 的 同名 坐标 的 乘积 之 和 。 
这 个 重要 公式 可 以 这 样 地 来 证 明 ， 我 们 先 作 以 下 的 注解 ， 
1” 如果 我 们 让 数量 乘积 中 的 一 个 向 量 (例如 向 基 @) 腰 上 一 
个 数 % 则 整个 数量 乘积 显然 也 采 上 这 同一 个 数 , 即 
(Ma)5 -Xs(ab). 
3” 数量 乘积 是 可 分 配 的 ， 即 如 果 向 量 G@ 一 ci 十 as 则 ob 一 
qb i-ab. 
实际 上 ， 这 个 等 式 的 左边 等 于 向 量 6 的 长 度 芭 上 向 最 在 向 
量 妨 的 轴 上 的 投影 数值 (图 46), 而 右边 则 等 于 向 量 心 的 长 度 乘 上 
向 景 qz 和 ma 在 向 量 的 轴 上 的 投影 数值 之 和 . 但是” 
Zp. G~iup. gi+np. aa, 
这 就 证 明了 等 式 的 正确 性 . 
现在 设 给 了 两 个 向 量 & 和, 而且 它们 对 问 量 @1, en es 的 
分 解 式 是 一 Ze 十 yes 十 ze@s, b 一 Te! 十 Yes 十 2es， 那 末 
ab~— (ze1+yes+ 203) (ze: +yes+ ze). 
根据 分 所 性 (3?)， 括 弧 里 的 向 量 之 和 的 数量 乘积 可 以 像 多 项 式 那 


功 匈 是 候 文 bpoesraa (投影 ) 的 前 两 个 字母 ，np a 代表 向 量 @ 的 投影 数 
位. 一 一 评 首 注 
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样 相 轴 , 而 根据 (1°), 在 所 得 到 的 每 一 项 里 都 可 以 把 数量 因子 放 在 
前 面 , 所 以 
6 一 zele: 十 zye:ea 十 czeles 十 Zesel 十 2eyea 
士 V3exyes 十 2Fesei 十 码 esep 十 27esez. 
但 是 |ei|= |eo| 一 |es| 一 1 ee0" 一 1 和 oos90" 一 0. 
因此 erel 一 1， elea 一 0， elea 一 0 
exel 一 0， ees 一 T， exes 一 0 
esei 一 0， eses 一 0， eses 一 1. 
这 样 一 来 ， 
ab ~ zr -yy+22. (14) 
我 们 注意 到 , 如 果 向 量 a 和 5 互相 垂直 , 则 8 一 90°, ccep 一 0， 
因而 有 等 式 
2 十 4 十 2 一 0， (15) 
这 就 是 容易 验证 的 向 量 a 和 5 互相 垂直 的 条 件 . 
两 个 方向 之 间 的 角 ”我 们 来 讨论 由 其 与 坐标 轴 的 夹 角 a, 6， 
7 决定 的 方向 。 通过 坐标 原点 O 引 这 个 方向 的 直线 , 而 且 在 这 直 
线 上 截取 单位 长 度 的 线段 04( 图 多 )， 在 这 情形 下 ， 点 4 的 坐标 
( 即 向 二 04 的 坐标 ) 正 是 coaa, cos B，cosy， 如果 还 有 由 角 忆 
及 了 给 定 的 第 二 个 方向 ， 则 关于 这 第 二 个 方向 的 类 似 的 向 量 5 及 
就 有 坐标 cosx,，ooe 厅 oos7{( 图 48). 设 w 是 这 两 个 向 重 之 癌 的 
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角 , 那 示 它们 的 数量 乘积 就 等 于 1"1eos9， 于 是 我 们 求 得 
cosp=008acos 6 十 c0g Boos ET cosy cog7， (6) 
这 是 关 二 两 个 方向 之 间 的 角 的 余弦 的 重要 公式 . 


§ 10. 空间 解析 几何 . 空间 中 的 
曲面 的 方程 和 曲线 的 方程 


如 黑 给 了 方程 = 了 (%, 纺 ， 而 且 认为 和 3 分 别 是 点 的 横 坐 


标 和 纵 坐 标 ，z 是 立 坐标 ， 
则 这 个 方程 就 表示 一 个 
曲面 已 ， 从 平面 Omy 的 点 
(z, Y) 上 引出 等 于 # 的 又 
直线 段 ， 就 可 以 得 到 这 个 
曲面 ， 这 些 垂直 线段 的 端 
点 的 几何 娄 迹 就 给 出 由 这 
方程 表示 的 井 面 .如 果 联 
系 % 4 和 * 的 方程 并 未 
对 z 解 出 ， 则 可 以 先 把 = 





解 出 , 然后 再 来 作出 这 个 曲面 了， 一 般 在 解析 几何 里 , 所谓 由 带 三 


di 
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个 变数 mw y, “ 的 方程 表示 
的 曲面 ， 指 的 是 空间 中 坐标 
zy, 3 满足 这 个 方程 的 全 体 
点 的 集合 (图 49) . 
在 第 二 章 里 就 曾经 说 
过 , 两 个 变数 的 函数 f(z,y》 
不 仅 可 以 描述 曲面 P， 而 且 
可 以 描述 这 曲面 的 水 平 线 
组 , 那 就 是 让 函数 了 (o, 9) 取 
常数 值 时 在 平面 0zy 上 所 
表示 的 山 线 、 这 曲线 组 显然 


不 是 别 的 , 正 是 曲面 已 在 平面 Ozy 上 的 地 形 国 . 

例 方程 wy 一 2 给 出 俩 如 这 样 的 水 平 线 :…, 2y 一 一 3, 2y 一 
一 2 y= 一 1, Wy 一 0, Wy 一 1， my 一 2，my 一 3,… 它们 全 都 是 双 曲 
线 (图 50)， 除 挤 曲 线 oy 一 0, 这 上 曲线 正 是 一 对 学 标 轴 ， 得 到 的 显 
然 是 一 个 马 坊 形 曲面 (图 醒 ) (所 谓 双 曲 抛物 丙 ). 





图 红 用 59 


为 了 给 定 空间 中 的 沿线 ， 可 以 用 相交 于 这 曲线 的 任何 两 个 此 
面 忆 和 @ 的 方程 。 辟 如 涪 , 方程 组 
Ws 
+l 
给 定 一 条 空间 曲线 (图 52)， 方 程 zy 一 z 决定 刚才 讨论 过 的 双 曲 
抛物 面 , 方程 六 十 护 - 工 决定 一 个 圆柱 面 ， 它 有 单位 长 的 半径 ， 它 
的 轴 就 是 0: 轴 ， 因 此 所 说 的 方程 组 给 定 拖 物 面 与 图 往 面 的 交 线 ， 
就 画 在 图 52 上. 
如 果 在 这 方程 组 里 随意 地 了 到 一 个 末 知 数 (例如) 的 值 , 然后 
对 Y 和 = 来 解 这 个 组 , 则 得 到 的 就 是 这 曲线 上 各 个 点 的 坐标 . 
平面 的 方程 和 直线 的 方程 ”可 以 证 明 ， 每 一 个 带 三 个 变数 的 
一 次 方程 


Az+By+C0s+D=0 
表示 一 个 平面 , 反 过 来 也 对 .根据 以 上 所 说 , 显然 直线 可 以 用 一 组 
两 个 这 种 方程 来 给 十: 
dz 十 Bay 十 Caz 十 刀 一 0 
4 十 了 十 Ooz 十 Da 一 0， 
即 作为 两 个 平面 的 交 线 而 给 定 . 
带 三 个 变数 的 一 般 的 二 次 方程 和 它 的 十 七 个 标准 形状 。 带 三 
个 变数 的 二 次 方程 
Aim + Asp + A +2Byst+2Byzt2Bary 
+2010+2CwWy+20s+D-0 (17) 
包含 10 项 ， 就 像 对 于 带 两 个 变数 的 方程 所 曾经 做 过 的 一 样 , 可 以 
证 明 ， 对 应 地 让 给 定 的 直角 坐标 系 绕 原点 旋转 以 后 ， 可 以 把 方程 
(DD) 化 成 
Alw3 + Amy?+ A +20i2 +20% 十 208z +D~0, (18) 
即 消去 了 变数 乘积 的 项 、 只 是 与 平面 的 情形 相 比 , 证 明 这 样 地 简 
化 方程 的 可 能 性 现在 要 困难 得 多 . 证 明 的 难点 就 在 于 ; 平面 上 绕 
点 的 旋转 由 一 个 角 9 决 定 ,我 们 那 时 就 选取 了 一 个 第 ， 然而 在 空 
间 中 , 立体 绕 不 动 点 的 旋转 由 三 个 不 相关 的 角 ( 欧 拉 角 )p, 2 几 决 
定 ,并 且 是 十 分 复杂 的 ， 所 以 必须 通过 迁 回 的 途径 (参看 第 三 卷 第 
十 六 章 里 利用 正 交 变换 把 二 次 齐 式 化 成 平方 和 的 理论 ) 来 证 明 在 
方程 中 消去 变数 条 积 项 的 可 能 性 .然后 , 也 象 在 平面 上 一 样 , 再 作 
某 个 平行 移 轴 而 且 把 方程 约 简 ， 此 后 方程 (18) 终 于 具有 下 列 标准 


3) 僵 + 租 + 号 +1-0 “《 咏 此 村 加 本 

3) 车 + 入 -与 -1~0 单 叶 双 向 面 
号 

介 瑟 + 系 -总 +1-0  G@ 冯 时 双 赐 而 


i 





祥 。 = 次 机 
乱 。 应 一 次 锥 面 
号 。 梢 加 地 物 而 
喇 。 双 曲 搜 物 而 
国 。 大 四 柱 面 
10) 号 + 把 +l-0 和 六。 由 柄 四 柱 面 
11) 号 + 复 -0 沸 一 对 虚 的 相交 平 史 
19) 名- 茵 -1-0 的 x 本 
19) 所 -区 -0 图 一 对 相交 的 平 而 
14) y*—2p—0 图 热 物 杆 而 
15) mo 一 oa 一 0 一 对 平行 的 平面 
16) e+as-0 一 对 虚 的 平行 平面 
17) w=0 一 对 重合 的 平面 


最 后 九 个 标准 方程 (9) 一 (17) 不 包含 带 的 项 而 且 正 是 平面 
Ozy 上 二 次 曲线 的 标准 方程 . 在 空间 中 这 些 方程 都 表示 柱 面 ， 它 
们 的 导线 是 在 平面 Ory 上 的 对 应 的 二 次 曲线 , 它们 的 母线 平行 于 
Oz 轴 ， 实 际 上 ， 如 时 这 些 方程 中 的 任何 一 个 被 坐标 (wz, %, 0) 的 
点 所 满足 ， 则 它 也 被 坐标 (ws, 9 的 点 所 满足 ， 这 时 z 可 以 任意 
地 取信 , 因为 在 方程 中 根本 没有 带 * 的 项 . 

在 方程 (1) 一 (8) 中 容易 看 出 ， 方 程 (2) 不 被 任何 有 实数 坐标 
(z, 多 ,) 的 点 所 满足 ,而 方程 《6) 则 只 被 一 个 这 样 的 点 (0,0, 0) 一 一 
坐标 原点 所 满足 .因此 , 璋 下 只 要 研究 六 个 方程 ，(D，(3)，(g)， 
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回 , , (8). 
棋 夯 面 我 们 来 比较 由 方程 写 + 人 妇 二 呈 -1- 0 来 示 的 和 


面 和 由 方程 歼 十 妨 十 一 1 一 0 表示 的 曲面. 关 宙 和 -2 该 
是 一 个 球面 Q 的 方程 ， 这 
球面 以 坐标 原点 为 中 心 而 
且 半 经 等 于 1, 这 是 因为 
区 十 护 芋 台 是 从 点 (2,9, 尹 
到 原点 O 的 距离 的 平方 . 
如 果 (z, % 了 引 是 球面 〇 上 
的 点 , 即 满足 第 二 个 方程 ， 
加 则 (aw, by, oz) 是 坐标 满 
足 第 一 个 方程 的 点 。 因此 ,由 第 一 个 方程 表示 的 由 面 可 以 这 样 地 
从 球面 0 得 到 ， 只 要 把 球面 上 点 的 所 有 横 坐 标 2 换 成 ao, 纵 坐 标 
% 换 成 by, 立 举 标 。 换 成 cz, 即 只 要 让 球面 O 作 背 荐 平面 Ov， 
Owz 和 Owy 而 且 有 伸展 系数 a, 5 和 。 的 均匀 伸展 ， 这 个 曲面 叫 
做 椭 加 而 (图 53). 
双 曲 面 和 二 次 锥 面 ”现在 我 们 来 讨论 方程 (3)，(4) 和 (5), 即 
讨论 下 列 形 状 的 方程 





和 + 区- 吾 -5 (19) 
这 里 8 一 1，-1 或 0, 我 们 来 比较 这 个 方程 与 方程 

Ea 2 

要 + 冯 - 瑟 -2 (20) 


这 后 一 个 方程 中 名 的 分 母 也 是 而 不 像 方程 (19) 中 是 矿 , 与 以 
前 作 过 的 注解 类 似 ， 曲 面 (19) 从 曲面 (20) 经 过 背 着 平面 Ooz 作 系 
数 8/4 的 伸展 而 得 到 . 
现在 让 我 们 来 看 一 下 曲面 (30) 是 什么 .我 们 取 委 直 于 0z 辑 
的 任何 平面 :=h, 来 研究 它 与 曲面 (20) 的 交 线 。 把 z 一 大 代入 方 
程 (20)， 我 们 得 到 方程 i 
opal(s + 三) 


如 果 5+ 如 是 正 数 ， 则 得 到 的 方程 与 方程 ~ 及 共同 给 出 一 
个 加 这 个 圆 处 在 平面 ?上 而 且 有 中 心 在 0z 轴 上 ， 如 果 
3+ 与 是 负数 (这 只 有 当 3- ~ 工 而 且 如 较 小 时 才 可 能 )， 则 平 


而 z 一 根本 不 与 向 面 (20) 相 交 , 因为 平方 和 ew* 二 + 不 能 是 负数 . 
基 此 , 整个 曲面 (20) 由 圆 组 成 ， 这些 圆 处 在 垂直 于 0z 辅 的 学 
面 上 面 且 有 中 心 在 0z 轴 上 ， 但 是 在 这 种 情形 下 ,曲面 (20) 是 统 
0: 轴 的 旋转 曲面 。 于 是 只 要 让 它 与 通过 0 轴 的 任何 平面 相交 来 
求 出 它 的 “经 线 ”， 即 求 出 处 在 通过 旋转 轴 的 平面 上 的 、 由 它 来 转 出 
曲面 的 曲线 . 
我 们 让 曲面 (20) 与 坐标 平 而 Ozz( 即 平 而 y= 0) 术 交 (图 543)， 
把 y 一 0 代入 方程 (20), 我 们 就 得 到 经 级 的 方程 
Ci 
汶 “ 酌 ” 
当 5=1 时 它 是 双 沿 线 志 当 5- -1 时 它 是 双 曲 级 TT, 当 5~0 
时 它 是 一 对 相交 的 直线 TTT， 在 旋转 下 它们 给 出 所 谓 单 叶 旋 转 双 
曲面 (图 克 )、 双 叶 旋 转 双 曲面 (图 56) 和 正 圆锥 而 (图 57). 
拢 物 面 还 剩 下 方程 (7) 和 (8)， 我 们 来 比较 其 中 的 第 一 个 方 
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+ 各 -az 
与 方程 


3 
Ca + 和 -2m 


后 者 经 过 与 上 段 相 类 似 的 研究 可 以 肯定 ， 它 表示 的 是 由 抛物 线 
咏 = 2ccz 绕 0z 轴 旋转 而 得 到 的 曲面 -一 -所 谓 旋转 抛 物 而 ( 贸 58)， 
我 们 在 谈论 抛物 面 镜 时 已 经 提 到 它 了 。 一般 的 翘 圆 抛物 面 (7) 从 
旋转 扫 物 面 经 过 背 着 平面 0mz 的 伸展 而 得 到 . 
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曲面 (8) 必须 用 另 一 种 方式 来 研究 : 例如 研究 它 与 平面 + 一 

的 交 线 , 它们 都 是 双 曲线 、 曲 面 (8) 的 水 平 线 图 画 在 图 50 上 :我们 
还 在 图 员 上 乔 到 这 曲面 对 于 坐标 轴 的 另 一 个 位 置 。 它 有 图 89 上 
所 面 的 形状 ， 而 且 巴 做 双 曲 抛物 面 。 它 与 平行 于 平面 Oez 的 平面 
的 交 线 是 相同 的 抛物 线 ， 平行 于 平面 0yz 的 平面 也 截 出 相同 的 截 
线 ， 
单 叶 双 曲面 的 直 母 线 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 面 也 像 外面 和 
柱 面 一 样 , 可 以 从 移动 直线 而 得 到 , 这 是 非常 奇妙 但 是 并 不 十 分 显 


然 的 ， 在 双 曲 面 的 销 形 , 这 只 要 对 于 单 叶 旋转 双 曲 面 -号 + 全 
天 -证 明 就 成 了 ， 因 为 一 般 的 单 叶 双 曲面 从 它 作 背 着 平 亩 De 


的 均匀 伸展 而 得 到 , 而 在 这 种 伸展 下 , 任意 直线 都 还 变 成 直线 ， 让 
旋转 双 曲 面 与 平行 于 平面 Ow 的 平面 y~a 相交 .用 ya 代入 ， 
我 们 得 到 

但 是 这 个 方程 与 方程 y~a 共 同 给 出 平面 y~a 上 的 一 对 直线 ; 


E94 多 L3 多 
二 


三 

总 之 ,我 们 已 经 发 现 , 在 双 曲 面 上 有 着 一 对 相交 的 直线 .现在 
如 果 让 双 申 面 绕 0z 轴 旋转 ， 出 这 两 条 直 
线 中 的 每 一 条 直线 显然 都 扫 过 整个 双 曲 面 
(图 60). 

容易 证 明 ， 了 得 到 的 同一 族 中 的 任意 
两 条 直线 都 不 在 一 个 平面 上 ( 即 所 谓 相 
错 ), 2) 一 族 中 的 任意 直线 与 另 一 族 中 的 所 
有 直线 都 相交 ( 除 掉 与 它 相对 的 一 条 直线 ， 
那 是 与 它 平行 的 ), 3) 同 一 族 中 的 任意 三 条 
直线 都 不 平行 于 同一 个 平面 . Si 

利用 火柴 和 针 ,容易 得 到 关于 单 叶 族 转 双 曲面 的 形象 ， 如 果 
用 针 穿 过 一 根 火 柴 的 中 部 ， 而 且 把 另 一 根 火柴 的 中 部 穿 在 针 的 洋 





端 , 使 它 与 第 一 根 火柴 有 平行 的 位 置 , 则 在 以 第 一 根 火柴 为 轴 作 旋 
转 时 , 第 二 根 火 柴 画 出 一 个 圆柱 面 (图 错 )， 而 如 果 第 二 根 火柴 垂 
直 地 穿 在 针 上 , 但 是 不 平行 于 第 一 根 火柴 , 则 它 在 同样 的 旋转 下 就 
画 出 一 个 旋转 单 叶 双 曲面 ， 在 转 得 很 快 时 我 们 可 以 很 好 地 看 到 它 
(图 62)。 








一“ 人 图 09 


二 次 方程 研究 的 总 结 ”虽然 一 般 的 带 三 个 变数 的 二 次 方程 可 
以 表示 十 七 种 本 质 上 不 同 的 曲面 , 但 是 要 记 住 这 些 曲面 并 不 困难 ， 
其 中 最 后 九 种 正 是 立 在 九 种 可 能 的 二 次 曲线 上 的 柱 面 ， 而 前 面 八 
种 则 分 成 四 对 : 两 个 椭 图 面 ( 实 的 和 眠 的 ), 两 个 双 曲 面 ( 单 叶 的 和 
双 叶 的 )， 两 个 二 次 锥 面 ( 实 的 和 目的 ) 和 两 个 抛物 面 (椭圆 的 和 双 
曲 的 )， 所 有 这 些 曲面 在 力学 、 物 理 和 技术 中 都 起 着 重要 的 作用 ， 
(惯性 桶 贺 面 , 弹性 椭 贺 面 , 物理 学 中 罗 仓 效 变 换 里 的 双 曲 面 , 抛物 
面 镀 的 旋转 抛物 面 , 等 等 . ) 


§ 11. 仿 射 变换 和 正 交 变 换 


解析 儿 何 下 一 步 重要 的 发 展 是 在 其 中 《而 且 一 般 地 在 几何 学 
中 ) 引 入 变换 理论 ， 这 需要 详细 说 明 一 下 为 什么 - 
平面 向 着 直线 的 “压缩 ” 我 们 来 讨论 一 个 非常 简单 的 平面 变 
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换 一 向 着 直线 的 具有 系数 的 “压缩 "。 设 在 平面 上 给 了 直线 
利 一 个 正 数 及 例如 一 半 ， 我 们 让 直线 a 的 全 部 点 留 在 原 地 , 而 


把 不 在 这 直线 上 的 每 一 个 点 到， 换 成 这 样 一 个 点 及， 点 于 与 点 
性 处 在 直线 4 的 同 侧 , 而 且 与 雪 同 在 4 的 一 条 季 直 线 上 , 但 是 从 


点 履 ' 到 直线 4 的 距离 等 于 从 点 到 直线 4 的 距离 的 和 如 果 


系数 石像 刚才 那样 小 于 卫 则 作 的 是 真正 的 平面 向 着 直线 的 压缩; 
而 如 果 思 大 于 1 则 作 的 将 是 平面 脓 着 直线 的 体 展 , 但 是 为 了 方便 
起 见 , 在 这 两 种 情况 下 我 们 者 说 是 “压缩 ”只 是 把 “压缩 "这 个 词 放 
在 引号 里 ， 
被 变换 的 点 和 图 形 叫做 原 像 ， 而 它 所 变换 成 的 东西 则 叫做 它 
的 像 ， 举 例 说 , 点 MM" 是 点 玫 的 像 (图 63)， 
让 我 们 来 证 明 , 在 平面 向 着 直线 的 均匀 “压缩 "下 , 平面 上 的 每 
一 条 直线 都 变 成 直线 。 实际 上 , 设 平面 以 “压缩 "系数 被 “此 "向 
处 在 这 平面 上 的 直线 a， 设 $ 是 平面 上 的 任意 直线 , O 是 它 与 直 
线 4 的 交点 , 是 它 的 任意 别 的 点 , 4 是 从 这 个 点 引 到 直线 a 上 
的 各 直线 (图 64)， 经 过 “压缩”, 点 B 变 成 这 各 直线 上 的 一 个 点 
BB 使 BA4~hBA, 所 以 角 B'04 的 正切 就 等 于 -人 -二 2， 
即 等 于 直线 5 与 直线 < 的 炎 角 的 正切 的 二 信 , 这 就 是 说 ,对 于 由 直 
线 5 上 不 同 的 点 变 成 的 所 有 点 B" 说, 角 BO4 的 正切 都 相同 ， 因 
jf 此 ， 所 有 的 点 B' 处 在 同一 条 直线 
7" 上 , 这 直线 通过 点 0 而且 与 直线 4。 
的 夹 角 有 这 样 的 正切 . 


六 一 祥 
"本 性 
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在 “压缩 ”下 , 平行 直线 还 成 为 平行 直线 ， 实 际 上 , 如 果 直 线 了 
和 0 与 直线 4 的 夹 角 有 相同 的 正切 , 则 它们 的 像 2 和 o 与 4 的 严 
角 的 正切 因为 都 与 上 述 正切 相差 一 个 因子 所 以 也 彼此 相同 , 即 
直线 ”和 o' 也 彼此 平行 

平面 上 的 每 一 个 直线 眉 在 平 而 向 车 直线 的 “压缩 "下 均匀 地 缩 
短 (或 者 伸 长 ， 虽 热 对 于 不 同方 向 的 线 咒 它们 的 伸缩 程度 是 不 同 
的 )。 所谓“ 均匀 "缩短 , 我 们 是 说 , 线段 的 中 点 还 是 中 点 , 三 分 点 还 
是 三 分 点 , 等 等 , 这 就 是 说 , 线 眉 就 其 长 度 说 均匀 地 受到 压缩 ， 实 
际 上 , 不 管 点 用 分 线段 如 Ms 成 什么 比值 , 它 的 像 了 M' 分 这 线段 
的 像 MMs 成 同一 个 比值 ， 这 是 因为 平行 直线 (现在 是 直线 4 的 
垂直 线 ) 分 它们 的 市 线 (这 时 是 3 和 5") 为 成 比例 的 部 分 (图 65)， 





椭 是 是 回 经 过 “压缩 ”的 结果 ”我 们 来 讨论 以 原点 为 中 心 而 量 
有 有 半径 4 的 回 ， 根 据 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 它 的 方程 是 四 十 六 一 a?. 我 
们 不 写 纪 而 写 y 是 因为 我 们 在 以 后 还 要 用 到 y. 我 们 来 看 一 下 ， 


当 平面 向 着 Oe 轴 作 系数 上 的 “ 压 绽 * 时 (图 66)， 这 个 国 将 会 变 
成 什么 ， 经 过 这 种 “压缩 "所 有 点 的 2 值 保留 原 来 的 , 而 了 人 旭 变 
成 等 于 ym5 志 ， 即 5 一 龟 J， 把 5 代入 上 面 写 出 的 区 的 方 居 ， 
我 们 就 有 : 中 十 -各 护 ~ 避 吉 者 车 十 敌 一 1 这 就 是 由 所 说 的 加 
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经 过 向 着 Oz 轴 的 压缩 而 得 到 的 曲线 在 同样 的 坐标 轴 星 的 方程. 
我 们 看 到 ， 得 出 的 是 梢 圆 ， 总 之 ， 我 们 证 明了 ， 梯 加 是 加 经 过 讨 
缩 "的 结果 . 

出 于 酉 圆 是 圆 色 过 “压缩 "的 结果 ， 由 此 直接 得 出 精 贺 的 很 多 
性 质 ， 举例 说 ,前面 提 过 直径 的 性 质 : 如 果 给 了 椭圆 的 平行 割 线 
则 这 些 割 线 上 的 弦 的 中 点 处 在 一 条 直线 上 (图 12)， 这 个 性 质 就 
可 以 用 下 列 方法 证 明 。 我 们 作 相 反 的 伸展 把 椭圆 变 成 回 ， 这 时 梢 
区 的 平行 弦 变 成 圈 的 平行 避 , 而 它们 的 中 点 则 变 成 这 些 弦 的 中 点 
但 是 加 的 平行 疏 的 中 点 处 在 它 的 直径 上 ， 即 处 在 一 条 直线 上 ， 因 
此 ,椭圆 的 平行 弦 的 中 点 也 在 一 条 直线 上 。 那 就 是 说 , 当 这 个 圆 经 
过 “压缩 ” 变 成 彬 较 时 , 图 的 直径 还 变 成 一 条 直线 , 这 些 中 点 就 处 在 
这 条 直线 上 . 

下 面 是 “压缩 "理论 的 另 一 个 应 用 ， 因 为 加 的 每 一 个 铅 答 的 长 
条 , 当 它 压 向 Oo 辅 时 , 并 不 改变 其 宽度 , 而 改变 其 长 度 为 b/a 倍 ， 
所 以 这 长 条 的 面积 在 压缩 后 等 于 原先 的 面积 乘 上 b/a, 而 因为 加 


的 面积 等 于 wo?， 所 以 对 应 的 相国 的 面积 等 于 wa? 二 map 


解 更 复杂 的 问题 的 例子 ” 设 给 了 一 个 椭圆 ， 和 需要 找 出 外 切 于 
这 个 椭 区 的 最 小 面积 的 三 角形 ， 我 们 先 对 回来 解 这 个 问题 ， 我 们 
2 
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来 证 明 , 在 圆 的 情形 , 这 三 角形 是 等 边 三 角形 . 实际 上 , 设 外 切 三 
角形 不 是 等 边 的 , 即 它 的 最 小 角 ( 我 们 把 它 记 做 如) 小 于 60"， 而 最 
大 角 C>60"， 于 是 ， 不 改变 角 4, 而 把 边 BC 变 成 边 BoOo (图 
67), 这 时 我 们 让 顶点 吾 向 着 4 移动 ， 直 到 角 Bo 和 Co 中 有 一 个 
变 得 等 于 60° 为 止 .我们 得 到 一 个 有 较 小 面积 的 外 切 三 角形 
4BoCo, 因为 这 时 有 00<0B, 00o<0B。， 因 而 割 下 的 面积 
0B8B。 大 于 添上 的 面积 000。。 如 果 得 到 的 三 角形 还 不 是 等 边 的 ， 
则 再 一 次 重复 全 部 的 论证 ， 我 们 还 可 以 把 它 的 面积 再 减 小 而 化 成 
等 边 三 角形 。 因此, 外 切 于 已 知 画 的 每 一 个 不 等 边 的 三 角形 , 都 有 
上 比 等 边 三 角形 大 的 面积 . 

现在 我 们 转 到 椭 回 。 背 着 机 加 的 长 轴 作 这 样 的 伸 屋 ， 把 它 变 
成 原来 经 过 “压缩 "而 得 到 它 的 图 ， 在 这 种 伸展 下 (图 68)。(1) 所 
有 外 切 于 本 图 的 三 角形 ， 都 变 成 外 切 于 所 得 到 的 四 的 三 角形 ; (2) 
所 有 图 形 的 面积 , 特别 是 记 有 这 些 三 角形 的 面积 , 都 增 大 间 一 个 倍 
数 ， 由 此 我 们 看 到 , 外 切 于 椭圆 的 最 小 面积 的 三 角形 , 就 是 那些 由 
外 切 于 辆 的 等 边 三 角形 变 成 的 三 角形 , 这 种 三 角形 有 无 穷 多 个 , 它 
们 的 重心 都 在 椭 加 的 中 心 处 , 切 点 是 它们 各 边 的 中 点 。 从 刚才 提 
到 过 的 图 出 发 , 很 容易 作出 每 一 个 这 种 的 三 角形 (图 68)。 








di 这 龙 易 二 证 河 的 。 
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平面 向 着 直线 的 “压缩 "只 不 过 是 平面 上 更 一 般 的 所 谓 伪 射 变 
的 的 一 种 特殊 情形 . 

一 般 的 仿 射 变 换 我 们 把 从 一 个 公共 起 点 0 引出 的 两 个 不 
在 一 条 直线 上 的 向 量 eu en， 
叫做 平面 上 的 坐标 " 架 ”， 平 二 站 
上 的 点 用 对 于 这 种 标 架 a 
的 坐标 是 指 这 样 的 数 m y， 从 
原点 0 到 点 四, 必须 从 点 0 SE 
放置 向 最 elm 次 ， 然 后 放置 向 P 
量 exy 次 .这 是 平面 上 的 一 般 
的 得 卡 儿 坐 标 。 同 样 可 以 定义 | 十 
空间 中 的 一 般 的 简 卡 儿 将 标 . 
我 们 在 这 以 前 所 利用 的 普通 所 
谓 的 直角 笛 卡 儿 坐 标 是 它 的 一 
种 特殊 情形 ， 相 当 于 坐标 向 最 
互相 垂直 ， 而 且 它们 的 长 度 都 
等 于 我 们 了 到 来 测 最 所 有 线段 的 
长 度 的 尺度 单 位 的 长 度 . 

一 般 的 平面 仿 射 变换 是 这 
样 的 一 种 变换 ， 它 把 给 定 的 相 
等 平行 四 边 形 的 网 变 成 任何 别 
的 相等 平行 四 边 形 的 网 。 确 切 
地 说 , 它 是 这 样 的 平面 变换 , 它 
把 给 定 的 坐标 架 Oetes 变 成 一 
个 别 的 标 架 (一 般 地 说 , 具有 另 
外 的 “度量 "， 即 其 向 量 有 另外 
的 长 度 和 另外 的 实 角 ), 而 任意 
点 于 则 变 成 这 样 的 点 Mz” 点 对" 对 于 新 标 架 的 坐标 与 点 下 对 于 
间 标 架 的 坐标 相同 (图 69). 
” ”向 着 0z 轴 的 具有 系数 的 压缩 是 这 样 一 种 特殊 的 仿 射 变换 ， 
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它 把 直角 标 架 0ere, 变 成 标 架 Oeskes. 

很 容易 可 以 证 明 ， 在 一 般 的 仿 射 变换 下 也 有 : 直线 变 成 直线 ， 
平行 直线 变 成 平行 直线 ， 而 且 如 果 有 一 个 点 分 一 个 线段 成 某 个 比 
值 , 则 这 点 的 像 也 分 这 线段 的 像 成 同一 个 比值 。 此 外 , 可 以 证 明 一 
个 值得 注意 的 定理 : 可 以 这 样 地 得 出 任何 平面 仿 射 变换 , 先 让 平面 
当做 一 个 刚体 沿 自 身 作 一 次 移动 ， 然 后 向 着 两 条 互相 甜 直 的 直线 
作 丙 个 “ 压 帝 ,这 两 个 “压缩 "一 般 说 具有 不 同 的 系数 加 和 和. 

为 了 证 明 这 个 断言 ， 我 们 来 察看 被 变换 的 平面 上 一 个 圆 的 所 
有 半径 (图 70)， 设 半径 04 是 经 过 变换 后 变 得 最 短 的 半径 ， 设 它 
变 成 C4'， 于 是 04 的 垂直 线 4 也 变 成 O04 的 垂直 线 4'5'， 
因为 如 果 另 有 与 0'4’ 不 同 的 垂直 线 OO, 则 它 是 倾斜 线 OC 的 像 
而 且 半径 OD 的 像 0 了 ' 是 垂直 线 O'0' 的 一 部 分 ， 即 短 于 倾斜 线 
0'41 与 假设 相 违 背 . 





田 70 图 人 
因而 互相 垂直 的 直线 04 和 4B 变 成 互相 垂直 的 直线 OA 

和 小 B， 因 此 ， 作 在 04 和 4B 上 的 正方 形 网 变 成 一 个 相等 的 长 
方形 网 (图 71)， 而 且 均匀 “压缩 "就 沿 着 这 个 正方 形 网 的 直线 而 进 
行 
完全 同样 地 可 以 这 样 来 定义 一 般 的 空间 仿 射 变换 ， 它 把 空间 
的 坐标 架 0eeses 变 成 另外 一 个 标 架 Cieeses， 后 者 一 般 地 说 具 
有 另外 的 “度量 ”, 即 坐 标 向 量 有 另外 的 长 度 和 另外 的 夹 角 ; 它 还 把 
任意 点 对 变 成 一 个 点 性 点 下 对 于 新 标 架 的 坐 宗 与 点 站 对 于 
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有 旧 标 架 的 坐标 要 同 . 

空 居 仿 射 变换 也 具有 我 们 所 列举 过 的 令 部 人 性质， 只 是 在 最 后 
的 定理 中 , 在 空间 情形 提 到 的 是 空间 作为 刚体 的 移动 , 然后 是 向 着 
三 个 互相 垂直 的 平面 的 具有 某 些 系数 h, bs, hs 的 三 个 “压缩 ” 

仿 射 变换 的 最 重要 的 应 用 

1) 在 几何 学 中 用 来 解决 有 关于 图 形 的 仿 射 性 质 的 问题 .所 
请 仿 射 性 质 是 指 在 仿 射 变换 下 保留 不 变 的 性 质 ， 关 于 椭 回 直 答 的 
定理 和 关于 外 切 三 角形 的 问题 就 是 这 种 问题 的 例子 ， 为 了 解决 同 
类 的 问题 , 用 仿 射 变换 把 一 个 图 形变 成 一 个 比较 简单 的 图 形 , 在 后 
一 个 图 形 中 发 气 所 求 的 性 质 , 然后 再 回 到 原 米 的 图 形 . 

2) 在 解析 几何 学 中 用 来 作 二 次 曲线 和 二 次 曲面 的 分 类 ， 事 
实 是 : 可 以 证 明 , 不 同 的 柄 圆 在 经 过 仿 射 变换 可 以 彼此 变换 的 意义 
下 是 彼此 同类 的 ( 仿 射 的 拉丁 原文 afinis 本 来 就 是 同类 的 意 
思 )， 同样 地 ,所 有 双 曲 线 是 彼此 仿 射 的 所 有 抛物 线 也 是 彼此 仿 
射 的 。 但 是 在 任何 仿 射 变换 下 , 桶 四 决 不 能 变 成 双 曲 线 或 抛物 线 ， 
双 曲 线 也 不 能 变 成 抛物 线 ， 这 就 是 说 ， 它 们 彼此 是 仿 射 的 不 同类 
的 ， 自 然 可 以 把 所 有 二 次 曲线 分 成 彼此 仿 射 同类 的 曲线 所 组 成 的 
仿 射 类 。 原来 把 方程 化 成 标准 形状 正好 给 出 了 这 种 分 类 ， 即 二 次 
曲线 的 仿 射 类 是 九 个 . 《我 们 不 预备 详细 说 明 为 什么 虚 梢 加 和 一 
对 虚 的 平行 直线 归于 不 同 的 仿 射 类 ， 严格 地 说 , 在 平面 上 根本 没 
有 这 样 两 种 曲线 ， 谈 到 的 已 经 是 方程 本 身 的 代数 性 质 了 . ) 

同样 地 , 二 次 曲面 按 其 十 七 种 标准 方程 的 分 类 也 是 仿 射 分 类 ， 

让 我 们 来 给 出 一 个 应 用 二 次 曲面 仿 射 分 类 的 例子 。 我 们 来 证 
明 ， 如 果 在 空间 中 任意 地 选取 这 样 三 条 直线 a, 8, ct 1) 其 中 任何 
其 条 都 不 在 一 个 平面 上 ( 妈 相 错 ) 和 2) 它们 三 条 不 同时 平行 于 同 
一 个 平面 , 则 空间 中 同时 与 所 说 三 条 直线 4, 5 和。c 都 相交 的 所 有 
直线 4 的 集合 (图 72) 形成 整个 一 个 单 叶 双 曲面 . 

我 们 先 指出 这 里 谈 到 的 直线 的 集合 是 怎样 的 ， 通 过 直线 a 
的 任意 点 44 可 以 引 包含 直线 5 的 平面 了 和 包含 直线 c 的 平面 Q. 
这 两 个 平 画 己 和 @ 相交 于 唯一 的 直线 吃 它 通过 直线 @ 的 点 冯 


-247» 


四 
图 ?2 图 73 

而 且 与 直线 5 和 < 相交 通过 直线 上 上 的 每 个 点 都 引 这 样 的 直线 
4 我们 就 得 到 空间 中 与 所 有 三 条 已 知 直线 <, 2 和 。 都 相交 的 直 
线 2 的 集合 ， 这 个 直线 集合 形成 一 个 曲面 。 我 们 注意 到 ， 每 一 个 
给 定 的 单 叶 双 曲面 都 可 以 这 样 地 得 出 ， 只 要 取 同一 族 的 三 条 不 同 
的 直 母 线 oo, bo, co 作为 直线 a, 5 和 c( 图 73), 而 到 男 一 族 的 所 
有 母线 作为 直线 4。 反 过 来 ， 设 给 了 空间 中 的 任意 三 条 两 两 相 错 
的 直线 4, 5, ce， 它们 不 同时 平行 于 同一 个 平面 。 那 末 可 以 证 明 ， 
它们 总 是 某 个 平行 六 面体 的 三 条 两 两 的 没有 公共 点 的 校 所 在 的 直 
线 ( 图 74)。 对 于 给 定 的 直线 a, b,c 作出 这 样 的 平行 六 面体 ， 对 
于 某 个 单 叶 双 曲面 上 同一 族 的 三 条 母线 so bo, co 也 这 样 办 , 然后 
我 们 来 作 把 平行 六 面体 ao, bo, 0% 变 成 平行 六 面体 4, 3, ¢ 的 空间 
仿 射 变换 ; 它 显然 把 这 个 双 曲 面 变 成 我 们 所 讨论 的 曲面 ， 但 是 要 
撕 二 次 曲面 的 仿 射 分 类 , 单 叶 双 曲面 的 仿 射 像 仍 然 是 单 叶 双 曲面 ， 

3) 应 用 于 密集 物质 的 连续 变换 的 理论 , 例如 弹性 理论 、 流体 
理论 、 电磁 扬 理 论 等 等 。 所 讨论 的 密集 物质 的 很 小 的 元 素 “ 几 乎 ” 
是 仿 射 地 变换 的 。 这 就 是 所 亩 “局 部 的 线性 变换 "(线性 指 的 是 一 
次 式 , 而 在 下 一 段 里 我 们 将 会 看 到 , 在 解析 几何 里 仿 射 变换 的 公式 
正 是 一 次 的 )。 在 图 75 上 就 可 以 大 出 来 , 大 的 正方 形 网 有 了 显著 
的 变形 , “筷子 似 地 ” 散 开 了 , 等 等 。 对 不 大 的 方块 中 的 很 小 的 正方 
形 网 来 说 , 这 一 切 就 表现 得 很 不 显著 了 , 而 且 这 小 正方 形 网 “几乎 ” 

48。 





变 成 一 个 相等 的 平行 四 边 形 网 了 ， 在 空间 中 也 可 以 得 到 同样 的 图 
像 (图 76)， 由 于 空间 的 仿 射 变换 可 以 化 成 一 个 移动 和 三 个 互相 
垂直 的 “压缩 "， 由 此 
可 知 ， 物 体 的 小 块 在 
弹性 下 所 受 的 变化 ， 
首先 是 作为 刚体 的 移 
动 ， 此 外 还 经 受 三 个 
互相 垂直 的 “压缩 ”. 
仿 射 变换 的 公式 

如 果 Oexe 是 经 受 仿 
射 变换 的 标 架 ,Oieles 
是 它 的 像 ， 而 且 新 原 
点 Of 对 于 旧 标 架 的 
坐标 是 上 9， 而 向 量 
名 和 亿 对 于 有 旧 标 架 的 坐标 是 a, cs 和 加 ，b, 从 图 77 中 很 容易 
看 出 , 仿 射 变换 的 公式 是 

gazrtbyt+é, 

Ym by t+. 
这 公式 的 意思 是 这 样 : 如 果 %, 4 是 任意 点 于 对 于 旧 标 架 Oeies 的 
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坐标 , 则 店 这 两 个 公式 表 出 的 @', 9 是 这 个 点 的 像 好 对 于 同一 个 
旧 标 架 的 坐标 . 

实际 上 , 设 Celes 是 被 变换 的 标 架 ,OYeres 是 它 的 像 ， 对 是 平 
而 上 任何 一 个 被 变换 的 点 ， 耻 "是 它 的 像 。 屠 末 根据 仿 射 变换 的 
定义 ， 如 果 点 了 对 于 标 架 Oees 的 举 标 是 @, y, 则 这 点 的 像 到/ 
对 于 这 标 架 的 像 0'@le2 的 学 标 是 同样 的 @, y. 

现在 我 们 来 考 典 从 被 变换 的 标 架 的 原点 0 引 到 点 用 的 像 
MM' 的 向 量 ， 这 时 到 一 sexz+afes、 但 是 这 个 向 最 等 于 以 下 的 


向 量 和 
812 一 上 el 十 72e 十 vB 十 3 的 


而 向 量 公 和 乓 又 是 
rametaes, 的 一 5aei 十 Dapa 
因此 ，m’~éertnestamet+ amest biyet bayes, 
或 者 Mm’~ (awt by+é)e t+ (asz+ bay tn) Es. 
比较 m' 的 这 个 得 到 的 表达 式 和 上 面 的 第 一 个 表达 式 ， 我 们 
得 到 


w=awtby+é, ] (21) 


Y= 480+ bey + 
可 以 证 明 ,行列 式 


~ gbs— aaby 


不 等 了 零 而 等 于 这 样 两 个 平行 四 边 形 的 面积 的 比 信 ， 第 一 个 平行 
四 边 形 是 作 在 新 标 架 的 向 量 上 的 ， 第 二 个 平行 四 边 形 是 作 在 旧 标 
架 的 向 量 上 的 . 
同样 地 可 以 得 到 空间 的 公式 
garmt by 十 2 十 | 





Y—apt by i ot, (22) 
地 一 csz 十 5 十 caz 十 

这 里 伟 , 7, 《) 是 变换 成 的 标 架 Oeieses 的 原点 0 对 于 被 变换 的 

标 架 Oeieses 的 学 标 ，(Q1, ca 23)，(B1, 52, bs)，(cs, ca, ca) 是 问 

量 @, @2, 的 的 坐标 。 
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行列 式 ” 
oa br er 
qn ba Cs 
gs bs ce 
不 等 于 零 而 等 于 这 样 两 个 平行 六 面体 的 体积 的 比值 ， 其 中 第 一 个 
是 作 在 新 标 架 的 向 量 上 的 , 第 二 个 是 作 在 旧 标 架 的 向 量 上 的 、 

正 交 变换 平面 作为 刚体 沿 着 自身 的 移动 ， 以 及 这 种 移动 加 


4= = abacs+aabsci + asbics — a1bsea— oabica— Qsbic 








标 架 的 “度量 ” 即 它 只 是 经 受 移动 , 或 者 经 受 移动 加 上 反射. 

我 们 利用 直角 坐标 来 研究 正 交 变换 ， 即 这 时 原来 标 架 的 向 十 
互相 牌 直 而 且 有 长 度 等 于 绝对 尺度 单位 , 经 过 正 交 变 换 , 标 架 的 向 
量 依然 互相 垂直 ( 即 它们 的 数量 有 乘 积 等 于 零 ) 而 且 它们 的 长 度 还 等 
于 1， 所 以 [参看 第 231 页 公式 (14)] 在 平面 的 情形 我 们 有 


mbitaba=0, 吧 十 喇 一 1， b+biel, (21) 
而 在 空间 的 情形 

a1bi+asbatasba—0, af+as+ad~1, 

Qc1+ ogcatascs—0, 本 十 中 十 让 一 1 (22") 


bici+bacat+ baca—0, ++ 一 1 
所 以 , 如 果 原 来 的 标 架 是 直角 标 架 , 则 公式 (21) 在 而 且 只 在 正 
交 条 件 (21) 成 立时 才 给 出 平面 的 正 交 变换 ,而 公式 (22) 在 而 且 只 
在 正 交 条 件 (22 成 立时 才 给 出 空间 的 正 交 变 拨 ,可 以 证 明 ， 如 果 
4>0, 则 这 是 移动 ,而 如 果 4<0, 则 这 是 移动 加 上 反射 


$12. 不 变量 理论 
不 变量 观念 ， 带 两 个 变数 的 二 次 方程 的 不 变量 “在 上 一 个 壮 


了 关于 行列 式 请 参看 第 三 大 第 十 六 章 。 
2 拉丁 系 文 invarians, 意思 是 不 交 。 
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纪 的 后 半 还 引入 了 一 个 重要 的 新 的 概念 一 一 不 变量 的 概念 . 
例如 我 们 考虑 带 两 个 变数 的 二 次 多 项 式 
Am+2Bry+Cy +2Dz+2Ey+F. (23) 
如 果 把 z，Y 铬 做 直角 坐标 而 且 作 从 它们 变 到 新 直角 坐标 抽 的 变 
换 ， 则 在 把 (23) 式 中 的 z, y 用 它们 以 新 坐标 zf, 9 表达 的 式 子 代 
入 以 后 , 经 过 脱 括 弧 和 归并 同类 项 , 我 们 得 到 一 个 具有 为 外 一 些 系 
数 的 变换 成 的 新 多 项 式 
A'z?+2Boy 十 OU 十 2D'o' 十 2 五 9 十 下 (24) 
原来 , 存在 着 由 系数 组 成 的 一 些 式 子 , 它们 的 数值 经 过 变换 并 
不 改变 , 虽然 这 些 系数 本 身 却 政变 了 . 这 种 由 4, B', 0', D', EE'， 
入" 组 成 的 式 子 ， 它 的 数值 就 与 它们 是 由 4, B,C, D, 至 五 组 成 
时 相同 ， 
这 种 式 子 叫做 多 项 式 (23) 对 于 正 交 变换 群 的 不 变 最 (也 就 是 
对 于 从 一 组 直角 坐标 mc, 9 到 任何 另 一 组 直角 坐标 2'，Y' 的 变换 说 
的 不 变量 ) . 
下 面 就 是 这 样 的 一 些 不 变量 ; 
T=A+O, 





T= | BOE 
DEF 
即 A+O~A+0’, AC—B’~AO—B®?, 
AOF+2BDE- AE’~—OD— FB 
AOF+2BDE -ABCD HB. 

可 以 证 明 这 样 一 个 重要 的 定理 : 多 项 式 (23) 的 任何 一 个 正 交 
不 变 贡 都 可 以 通过 这 三 个 基本 不 变量 来 表达 . 

如 果 让 多 项 式 (23) 等 于 零 ， 则 我 们 就 得 到 一 条 二 次 曲线 的 方 
程 ， 与 这 南 线 本 身 有 关 而 与 这 曲线 在 平面 工 的 位 置 无 关 的 每 一 个 
量 , 显然 不 依赖 于 它 的 方程 是 在 那样 的 坐标 里 写 出 的 , 所 以 如 果 蕊 
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—AOFP+2BDE -AE CD FB’, 








可 以 通过 系数 来 表达 ， 则 这 个 去 达 式 就 是 多 项 式 (23) 的 正 交 不 变 
县 , 因此 , 根据 上 面 所 说 的 定理 , 它 就 可 以 通过 这 三 个 基本 的 不 变 
量 来 表达 。 再 有 ,因为 在 用 任意 不 是 零 的 已 知 数 + 去 乘 所 说 方程 
的 所 有 六 个 系数 时 , 由 这 方程 所 表示 的 曲线 依然 是 原来 的 , 所 以 通 
过 工 , Js, Ts 来 表达 每 一 个 只 与 曲线 本 身 有 关 的 量 的 式 子 , 一 定 尺 
该 是 这 样 的 ， 当 这 式 子 中 的 4, B, 0, D, 书 , 了 箭 上 + 时 , t 在 这 
式 子 中 正好 能 消去 ， 因而 可 以 说 ， 所 说 的 式 子 对 于 4, B, C, 也 
加 ,也 应 该 是 齐 次 的 零 次 式 、 
我 们 用 例子 来 验证 这 一 点 。 和 如 设 方程 
Am+2Bay+Cy +2De+2Ey+F-0 

表示 一 个 椭圆。 因为 这 个 方程 完全 决定 了 这 个 椭 吕 , 所 以 利用 这 
个 方程 , 即 利用 它 的 系数 , 可 以 算出 与 这 个 椭圆 有 关 的 所 有 基本 的 
量 ， 例如 可 以 算出 它 的 半 轴 “ 和 5, 即 可 以 用 系数 来 表示 这 些 半 
轴 ， 这些 式 子 都 是 不 变量 , 因此 就 是 某 些 通过 五 ,zw, 五 来 表达 
的 式 子 ， 使 用 化 方程 为 标准 形状 的 方法 和 作 一 些 进一步 的 计算， 
可 以 实地 得 出 通过 五 ，7a, I 来 表达 半 轴 的 下 列 (十 分 复杂 的 ) 式 


子 . 
Vemma 


从 以 上 所 说 的 知道 ， 由 于 不 变量 1, Ts, I 虽然 是 系数 的 齐 
次 式 ,但 是 并 不 是 零 次 式 , 所 以 它们 本 身 并 无 几何 意义 一 一 它们 内 
是 代数 的 对 象 ， 

可 以 证 明 , 表达 式 





Ki~ 





AD| oeE 
—AF-D+COFP—E 
动 | | | 到 2 


虽然 在 平行 移 轴 下 会 改变 ， 但 是 在 已 知 直 角 坐 标 轴 的 单纯 的 用 转 
下 却 不 改变 , 这 是 所 谓 半 不 变量 

为 了 举例 说 明 不 变量 各 半 不 变量 的 应 用 ， 我 们 列 出 下 面 一 个 
表 ， 内 要 计算 五 , TJs 和正，， 这 个 表 直 接 告 诉 我 们 如 何 从 方程 
米 决定 它 所 表示 的 二 次 曲线 的 仿 射 类 : 
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类 的 示 志 
Ta>0，RE<0 | 大 因 至 + 如 -1 
>0，Fra>0 | 府 峭 四 号 + 冀 - -1 
Ta>0， hw0 | 点 m+ 了 0 号 + 其 -9 
。 型 
Ta:0，Ta+k0 | 到 曲线 如 - 郑 -: 
i -对 和 站 
Ta<0, Tm0 对 相交 的 直线 画 - 划 ~ 
=0，D+0 | 扯 物 线 UpHaV 一 y=0 | wapy 
=0, 1=0,，K1<0| 一 对 平行 的 直线 Pa 
了 =0, 1 一 0, 1>0| 一 对 典 的 平行 直线 | D+ 一 中 
0, 1sm0, 玉 1m=0| 一 对 重合 的 直线 m0 












在 这 个 表 里 列 出 了 二 次 曲线 的 方程 将 会 化 成 九 种 标准 形状 中 


那 一 种 的 必要 充分 条 件 (Zi7s 表示 I 和 za 的 荣 积 ). 


例如 设 给 了 方程 邮 一 boy 十 5 一 2z 十 筷 二 3 一 0 我 们 有 
A=1, B——-8, 0~65, D~=—1, 有 A=2, F-3, 于 是 Li~6, 
7s~= -由 Ts 一 一 9。， 表 中 第 四 行 的 条 件 成 立 Js<0, Ts*0, 即 这 


是 双 出 线 ， 它 的 半 轴 等 于 


39 
TT 0 各 193, 
“ 归 范 "方程 人，(ID) 和 (IDD 的 系数 用 不 变量 和 半 不 变量 来 
表示 , 即 


Cd et CD 
四 
ma /Tn IT 
了 zl 十 2 EY v, (ID 
Lot, QD 


这 里 为 和 和 ;是 下 列 所 谓 竺 征 方 程 的 根 : 
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和 一 IX 十 za 一 0. 

用 公式 (D) 一 (IID 可 以 直接 算出 精 右 和 到 上 线 的 半 辐 上 和 成 
抛物 线 的 参数 p 和 平行 直线 之 间 的 正 离 22， 关 于 半 轴 的 公式 前 
而 已 经 写 出 过 了 。 参数 可 以 得 出 是 等 于 

pf -车 , 下 丙 2z-2y 一- 千 - 

关于 三 维 空 间 中 的 二 次 徊 看， 也 可 以 引出 完全 相关 似 的 不 变 
基 和 尘 不 变量 理论 ， 以 及 对 应 的 用 于 决定 仿 射 类 和 归 范 方程 系数 
的 公 趟 的 表 , 

必须 指出 ， 以 上 的 全 部 所 术 只 是 说 明了 在 逢 析 几 何 学 里 所 讨 

论 的 那些 不 变量 的 意义 各 价值， 然而 不 变量 概念 本 身 却 还 有 非常 
重大 的 价值， 
， “一 种 被 研究 的 对 象 对 于 它 的 一 种 被 考虑 的 变换 的 所 谓 不 变 
重 ， 是 指 与 这 个 对 条 有 关 而 在 这 种 变换 下 不 变 的 每 一 个 量 ( 数 ， 
向 量 或 其 他 量 )， 在 已 经 讨论 过 的 问题 里 ,对象 是 带 两 个 变数 的 二 
次 多 项 式 (其 实 是 它 的 系数 )， 变 换 是 在 从 一 组 直角 坐标 过 渡 到 另 
一 组 直角 毕 标 而 得 到 的 多 项 式 的 变换 . 

另 一 个 例子 : 对 象 是 在 已 知 温度 下 的 已 知 气体 的 已 知 质量 . 变 
换 是 这 个 质量 气体 的 体积 或 压力 的 改变 ， 按 照 琉 义 耳 - 马 利 奥 特 
定律 , 体积 和 压力 的 乘积 就 是 一 个 不 变量 。 可 以 说 空间 中 的 线段 
的 长 度 或者 角 的 角度 是 空间 的 移动 群 的 不 变量 ， 点 分 线段 的 比值 
或 体积 的 比值 是 空间 的 仿 射 变换 群 的 不 变量 ,等 等 

各 种 不 变量 在 物理 学 中 有 特别 重要 的 价值- 


$13. 射影 几何 


迁 视 投射 ”古代 的 画家 就 已 开始 研究 透视 的 规律 了 ， 这 之 所 
以 必须 ,是 因为 物体 是 迁 视 投射 到 眼 畴 的 网 膜 上 而 被 人 们 看 到 的 ， 
这 时 物体 的 形状 和 相互 位 置 要 这 受 一 些 异 样 的 更 曲 。 举例 说 , 远 
看 过 去 的 电线 杆子 好 像 愈 来 仿 小 也 念 来 愈 密 ， 平 行 的 铁 执 看 来 像 
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要 逐渐 并 在 -起 似 的 , 等 等 , 我 们 现在 不 预备 讨 论 空间 的 透视 , 印 
空间 对 象 到 平面 上 的 透 祝 投射 的 性 质 ， 而 只 讨论 矛 面 到 平面 的 透 
视 投 射 的 性 质 ， 

设 有 面 片 (例如 电影 胶片 )P, 磊 妃 和 在 它们 之 癌 的 透镜 号 
《图 78)。 于 是 如 果 画 片 是 透明 的 而 且 从 后 面 照 亮 了 它 (如 果 它 不 
透明 , 则 从 前 面 , 即 从 透镜 所 在 的 一 面 照 亮 它 ), 则 画 片上 被 照 亮 的 
各 点 发 出 的 光线 东 , 经 过 透镜 聚集 ,它们 还 以 点 的 形状 被 投射 到 莫 
了 上， 我们 认为 所 发 生 的 情况 是 这 样 : 就 好 像 画 片 卫 上 的 点 被 投 
射 到 大 P' 上 是 从 通过 透镜 的 光学 中 心 的 直线 而 进行 的 、 
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假如 平面 卫 和 P' 是 平行 的 , 事情 是 非常 简单 的 。 在 这 种 情 
形 里 ,在 平面 PP 上 得 到 的 显 
然 是 与 平面 了 上 所 有 图 形 
相似 的 绘 像 ， 这 绘 像 比 原 物 
大 了 些 还 是 小 了 些 ， 训 看 比 
值 @':4 (这 里 4 和 分 别 是 
从 透镜 中 心 到 平面 了 和 PP 
的 距离 ) 小 于 工 还 是 大 于 工 . 

特别 复杂 的 是 平面 卫 和 
P' 不 平行 的 情形 (图 79). 在 





这 种 情形 里 , 在 通过 5 的 投射 下 , 不 但 图 形 的 大 小 改变 了 , 而 且 它 
们 的 形状 也 焉 曲 了 ,这 时 平行 直线 可 以 被 投射 成 不 平行 的 ; 点 分 线 
段 的 比值 可 以 政变 ,等 等 。 一 般 地 说 , 甚至 在 任意 仿 射 变换 下 都 不 
变 的 一 些 关 系 这 时 也 
会 改变 . 

例如 在 航空 摄 丧 
时 就 有 这 种 投射 ， 飞 
机 在 飞行 时 要 动 功 ， 
因而 牢固 地 装 在 飞 
机 上 的 摄影 机 (图 80 
一般 地 说 并 非 正 
好 个 重地 从 上 面 对 产 
物体 ， 而 是 在 拍摄 时 
位 置 时 党 有 些 癸 鲍 ， 
因而 得 到 的 只 是 地 面 
的 变 了 形 的 绘 像 (我 
们 假定 地 面 是 平 的 ). 

如 何 娇 正 这 个 绘 像 呢 ? 为 此 必须 研究 一 个 平面 忆 到 另 一 个 平 
面 卫 的 投射 的 性 质 ， 一 般 地 说 这 两 个 平 而 不 平行, 而 且 投射 是 由 
通过 九 不 在 平面 了 上 又 不 在 平面 歼 上 的 点 8 的 直线 来 实现 的 
这 种 投射 叫做 造 视 投身 . 

我 们 以 后 要 证 明 下 面 的 重要 定理 . 

定理 如 果 有 从 平面 忆 到 平面 五 的 这 样 两 个 远视 投射, 在 这 
两 个 投射 下 ， 平 面 P 上 “一 - 般 位 置 "的 四 个 点 4 B, 0,D( 即 其 中 
任何 三 个 点 都 不 在 一 条 直线 上 ) 都 被 投射 成 平面 了 上 同样 的 四 个 
点 4 B', 0 DD 则 平面 卫 的 任何 点 在 这 两 个 投射 下 也 被 投身 
成 平面 下 的 同一 个 点 。 

次 句 话说 ， 如 果 知 道 了 被 投射 的 办 形 中 任何 四 个 一 般 位 置 的 
点 在 一 个 透视 投射 下 变 成 什么 样 的 点 ， 这 个 投射 的 结果 就 完全 次 
定 了 。 
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这 就 是 所 谓 射影 映射 理论 中 的 唯一 性 定理 或 者 说 是 平面 投身 
的 基本 定理 . 

平面 投射 的 基本 定理 在 航空 摄影 中 的 应 用 ”我 们 要 来 说 明 这 
个 定理 如 何 给 出 矫正 援 影 绘 僵 的 适当 方法 . 

如 果 设想 在 作 航空 摄影 时 有 一 个 水 平 医 五 放 在 这 样 的 位 置 : 
适 馈 的 中 心 8 在 它 之 上 高 度 为 天 处 (图 80a), 则 通过 人 投射 到 
这 莫 上 以 便 由 照相 底片 也 摄 下 的 绘 像 显然 未 经 下 曲 ， 而 是 以 比例 
尺 知 好 与 水 平地 区 相似 的 ， 这 里 豆 是 在 摄影 时 飞机 离 地 面 的 商 
度 ， 为 了 矫正 在 底片 己 上 得 到 的 绘 像 而 且 使 它 转 为 正确 的 ， 人 们 
这 样 做 ; 把 底片 插入 装 在 特殊 架子 上 的 投射 器 里 , 投射 器 利用 调节 
娃 丝 在 架子 上 可 以 调整 离 普 布 五 的 虐 离 , 而 且 可 以 随意 改变 它 的 
方位 . 

把 测量 地 面 而 得 
到 的 一 张 地 形 图 (不 
必 是 详细 的 ， 虽 然 在 
照相 底片 上 有 着 我 们 
所 感 兴趣 的 全 部 纲 
节 ， 但 是 这 些 在 地 图 
上 却 并 非 必需 的 ) 装 
在 幕 开 上 (图 80b)， 
在 这 装 在 幕 五 上 的 
地 图 上 选取 四 个 点 
也， 0',D'， 这 些 
点 易于 在 底片 上 找到 

时 人 《例如 交叉 道路 的 一 

角 ， 房 屋 的 一 角 ， 等 等 ), 而 且 在 底片 上 受到 感光 的 对 应 的 点 
4 有 0, DD 处 用 针 刺 成 小 孔 . 在 底片 了 后面 装 一 个 投射 用 的 灯 ， 
因此 底片 就 通过 它 所 插入 的 投射 器 的 透镜 有 8 而 被 投射 到 幕 瑟 上 ， 
运用 消 节 螺 毕 , 使 得 刺 穿 的 小 孔 正好 对 准 装 在 疾 五 上 的 地 图 上 对 
应 的 点 4',B',C', D'， 做 到 了 这 一 步 以 后 , 拒 地 图 换 成 带 照 下 
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片 的 夹子 , 不 村 更 动 闭 置 , 在 正片 上 就 能 得 到 从 飞机 所 照 的 底片 卫 
到 幕 卫 上 的 投影. 

根据 上 面 所 说 的 定理 , 在 正片 上 得 到 所 摄 地 区 的 正确 的 ( 即 与 
地 面相 似 的) 而 不 是 焉 曲 的 地 图 . 

现在 让 我 们 来 银 述 为 证 明 所 说 基本 定理 记 必 需 的 理论 . 

射影 平面 ”空间 中 通过 已 知 点 8 的 全 体 直 线 和 平面 的 集合 , 
叫 微 具有 中 心 8 的 投射 直线 和 平面 从 、 候 如 让 不 过 从 中 心 的 平 
面 也 与 处 相交 , 则 对 应 于 平面 的 每 个 点 ， 有 从 中 与 平面 了 相交 
填 这 个 点 的 直线 , 对 应 于 平面 卫 的 每 条 直线 ,， 有 从 中 与 平面 卫 相 
交 于 这 条 直线 的 平面 ， 然 而 这 样 还 不 能 建立 从 处 中 直线 和 平 而 的 
集合 到 平面 已 上 点 和 直线 的 集合 的 一 一 上 映射， 问题 在 于 : 从 中 平 
行 于 平面 书 的 直线 和 平面 ,因为 不 与 平面 己 相 交 ， 所 以 在 上 述 意 
义 下 不 对 应 于 平面 了 上 的 任何 点 和 直线 . 然而 大 家 约定 说 : 从 中 
的 这 些 直线 还 与 平面 己 相 交 , 只 是 相交 于 平面 卫 上 处 在 某 些 方向 
的 非 本 义 的 点 (或 者 无 穷 远 的 点 ); 从 中 的 这 个 平面 也 还 与 平面 卫 
相交 ， 只 是 相交 于 平面 卫 的 非 本 义 的 直线 (或 者 无 穷 远 的 直线 )、 
增 深 了 这 些 非 本 义 点 和 非 本 义 直 线 以 后 的 平面 P， 叫 做 增 广 平面 
或 者 射影 平面 ， 我 们 把 它 记 做 已， 从 8 中 的 直线 和 平面 的 集合 
现在 可 以 一 一 地 映射 到 这 个 射影 平面 P* 的 点 〈 本 义 的 和 非 本 义 
的 ) 和 直线 (本 义 的 和 非 本 义 的 ) 的 集合 了 . 

此 外 , 大 家 还 约定 , 假如 从 中 对 应 的 直线 处 在 从 中 对 应 的 平面 
上 ,就 说 射影 平面 己 的 点 (本 义 的 或 非 本 义 的 ) 处 在 直线 (本 义 的 
或 非 本 义 的 ) 上 。 从 这 个 观点 看 来 , 射影 平面 的 任何 两 条 直线 都 衬 
交 ( 于 本 义 的 点 或 非 本 义 的 点 )， 因 为 从中 任何 两 个 平面 总 相交 二 
-一 某 直 线 。 由 此 顺便 推出 , 非 本 义 的 直线 正 是 全 部 非 本 义 的 点 的 
集合 . 

事情 的 实质 是 这 样 :平面 在 增添 了 它 的 非 本 义 的 元 素 以 后 , 我 
们 就 可 以 利用 这 个 平面 作为 截 平面 ， 来 研究 通过 一 个 点 的 全 体 直 
线 和 平面 组 成 的 丛 . 

曹 影 映射 ;基本 定理 ”射影 映射 是 指 射 影 平面 己 ' 到 另 一 个 身 
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影 下 而 P” 的 这 种 映射 (平面 P” 可 以 与 平面 忆 得 合 , 那 时 就 说 
是 平面 媚 的 射影 变换 )， 它 首先 是 点 的 一 个 一 一 映射 ， 其 次 它 把 
平面 媚 的 共 直 线 的 点 集合 变 成 平面 P” 的 也 共 直 线 的 点 集合 , 反 
过 来 也 这 样 ，( 这 时 总 认为 点 和 直线 既 指 李 义 的 点 和 直线 , 也 指 非 
本 义 的 点 和 直线 .》 

明显 地 , 从 同一 个 平面 P 到 某 个 平面 了 "的 任何 两 个 透视 投 
影 可 以 彼此 经 过 射影 变换 而 得 到 . 

事实 上 : 1° 它们 的 点 (本 义 的 和 非 本 义 的 ) 都 与 射影 平面 的 点 
(本 义 的 和 非 本 义 的 ) 一 一 对 应 ， 因 此 它们 也 彼此 一 一 对 应 ， 2” 第 
一 个 投影 的 共 直 线 的 点 对 应 于 平面 刀 的 共 直线 的 点 , 因而 就 对 应 
二 第 二 个 投影 的 共 直 线 的 点 , 反 过 来 也 这 样 。 所 以 前 面 所 说 的 透 
视 现 论 中 的 定理 是 关于 射影 变换 的 下 列 定理 的 直接 推论 ， 如 果 在 
射影 平面 开 " 的 某 个 射影 变换 下 ， 它 的 四 个 一 般 位 置 的 点 4, 8， 
0, 忆 贸 在 原 地 , 则 它 的 所 有 的 点 都 留 在 原 地 . 

我 们 据 出 利用 所 订 慑 比 乌 斯 网 来 证 明 这 个 定理 的 根 法 . 

我 们 注意 到 : 1) 如 果 在 一 个 射影 变换 下 有 两 个 点 留 在 原 地 ， 
则 通过 它们 的 直线 变 成 它 自己 ; 2) 如 果 有 了 两 条 直线 变 成 它们 和 
已 ， 则 它们 的 交点 留 在 原 地 ， 记 以 由 于 平面 了 "的 点 4 B, 0, DD 
留 在 原 地 ， 硕 次 地 点 加, ,G4, 及 , KK, 工 等 等 也 留 在 原 地 (图 
81)， 连 接 已 经 得 到 的 点 ,还 可 以 继续 作出 这 样 的 点 这 就 是 所 谓 
卖 比 乌 斯 网 ， 继 续 这 祥 的 作 图 ， 可 以 使 它 细 窗 直 到 无 穷 。 可 以 让 





明 ,这 个 内 的 全 部 交叉 点 到 处 秽 窗 地 盖 在 整个 平面 上 ， 所 以 ,如 果 
开 假 定 射 影 变换 的 连续 姓 ( 这 昌 然 可 以 从 其 定义 推出 ,但 是 不 很 容 
易 )， 那 来 可 以 证 明 , 假如 在 平面 了 7* 的 射影 变换 下 点 4, B, 0, DD 
留 在 原 起 , 划 平 面 了" 的 所 有 的 点 都 贸 在 原 地 

射 彩 几 何 ”所谓 二 维 的 身影 几何 ， 是 指 关于 射影 平面 上 图 形 
的 射 彤 性 所 的 定理 全 体 。 射 影 平 曾 就 是 增添 了 非 本 义 元 素 的 普通 
平面 ,射影 性 质 是 指 在 任何 射影 变换 下 不 变 的 那些 性 质 ， 

这 里 是 射影 几何 中 向 题 的 例子 ， 给 了 两 条 直线 6 和 5 和 一 个 
点 了 (图 82)， 不 利用 直线 4 和 2 的 交点 本 身 ( 例 如 当 这 个 交点 间 
常 远 时 , 可 以 是 必 希 这 么 办 的 ), 作出 通过 点 好 和 这 个 交点 的 直线 
c， 通过 点 好 引 两 条 制 线 工 和 2， 然 后 通过 它们 与 直线 4。 和。 的 
交点 作 直线 3 和 4 我 们 得 到 了 点 五， 通过 点 天 再 引 制 线 5 并 
且 作 出 直线 6 和 各 于 是 可 以 证 明 , 通过 直线 6 和 7 的 交点 石和 点 
量 的 胡 绍 "就 是 所 求 的 直线 . 

从 贺 锥 茂 线 的 理论 得 知 (图 83)， 酉 加、 双 曲 线 和 抛物 线 互 相 
成 为 透视 投影 , 并 且 它们 都 基 加 的 送 训 投影 . 





图 83 84 

如果 把 透视 投 计 看 做 射影 平面 P" 和 成 "彼此 间 的 射影 喘 射 ， 
则 在 把 这 两 个 平面 合并 成 一 个 以 后 ,我 们 得 知 所 有 精 圆 、 双 曲线 各 
抛物 线 都 是 四 周 经 过 射影 变换 的 结果 不 同 的 是 , 对 于 圆周 所 经 
受 的 射影 变换 说 , 假如 它 把 不 与 图 周 相交 的 直线 变 成 无 穷 远 直线 ， 
则 得 到 策 圆 ; 假如 它 把 与 圆周 相 切 的 直线 变 成 无 穷 远 直 线 , 则 得 到 
抛物 线 : 假如 它 把 与 圆周 社交 的 直线 变 成 无 穷 远 直 线 , 则 得 到 双 邮 
线 ( 图 34)。 
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射影 变换 的 公式 “如果 在 平面 上 取 普 通 的 笛 卡 儿 坐 标 ， 则 可 
以 证 明 , 平面 的 射影 变换 的 公式 有 形状 











Rs GZ 十 0 十 cd /T+ by ts 
QZ 十 5 十 Cs” grt bytcs’ 
ho 
这 里 行列 式 wm by 0 
a bs csl 
反 过 来 也 对 . 


如 果 对 于 某 个 点 (z, 幼 说 ,分 母 成 为 零 , 则 就 认为 它 的 像 (zaf) 
基 非 本 义 点 (无 穷 远 点 )。 方程 
az 十 sg 十 cs 一 0 
表示 一 条 直线 , 它 在 所 说 的 射影 变 痪 下 变 成 非 本 义 直线 (无 穷 远 直 
线 )。 


§14. 罗 仑 兹 变换 


从 关于 光 的 传播 速度 的 恒定 性 导出 沿 直线 运动 的 罗 仑 兹 变换 
的 公式 和 平面 上 运动 的 罗 仑 蓝 变 换 的 公式 在 十 九 世 纪 末 ， 在 物 
理学 中 发 现 了 一 个 基本 的 矛盾 迈 开 尔 逊 作 了 他 的 著名 实验 , 在 
地 球 沿 着 它 的 轨道 绕 日 运动 (地 球 的 速度 大 约 是 每 秒 30 公里 ) 的 
方向 和 垂直 于 这 个 方向 测量 光速 (大 约 是 每 秒 300, 000 公里 )， 无 
可 争辩 地 证 明了 : 自然 界 的 所 有 物体 在 运动 时 都 要 在 运动 的 方向 
收缩 ,即使 在 真空 由 也 是 如 此 荷兰 物理 学 家 罗 仑 效 详细 地 研究 
了 这 个 收 币 的 理论 ， 原 来 驶 体 的 运动 速度 愈 接近 光 在 真空 中 的 速 
度 , 这 种 收缩 就 全 厉害 ， 并 且 当 物体 的 运动 速度 等 于 光速 时 , 它 就 
无 腿 制 地 收缩 、 罗 仑 效 写 出 了 这 个 收缩 的 公式 .然而 不 久 物 理学 
家 爱 因 斯 退 以 完全 另外 一 种 观点 提出 了 这 同一 个 问题 ， 这 个 观点 
是 庞 加 来 所 曾经 接触 到 的 . 爱 因 斯 坦 这 样 地 进行 论证 : 如 果 认 为 
对 于 光 的 传播 , 也 像 对 于 普通 的 物体 运动 一 样 , 伽利略 的 速度 祖 吉 
定律 成 立 , 则 光 的 速度 c 一 ce 十 %, 这 里 是 迎 着 光 的 传播 方向 运动 
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的 观察 者 的 速度 ,而 则 是 对 于 不 动 的 观察 者 说 的 光速 。 然而 从 

过 开 尔 逊 的 实验 得 知 co 一 e。 等 式 "一 "十 ? 以 下 列 变 换 为 根据 : 
w+ veb, 
ft, 

这 式 子 联系 了 一 个 点 对 于 某 个 坐标 系 了 的 坐标 与 它 对 了] 华 标 系 

了 ZI 的 坐标 ~, 坐标 系 TI 的 轴 平 行 于 坐标 系 工 的 轴 ， 而 且 坐标 系 

I 向 着 Oz 轴 的 方向 以 速度 w 相对 于 坐标 系 工 而 运动 ， 很 明 吕 ， 

正 像 爱 因 斯 坦 所 说 的 , 这 些 公式 应 该 是 不 变 的 . 

可 以 证 明 ( 例 如 像 亚 历 山大 洛 夫 最 近 所 做 的 )， 只 要 从 两 个 举 
标 系 4 9, 2 上 和 邓 ， 术 邓 攻 中 的 一 个 光速 的 等 式 ， 就 可 以 知道 
从 坐标 w, y, 二 上 到 坐标 m， 9 2 地 的 变换 公式 是 线性 的 利 齐 次 
的 , 即 有 形状 


《25) 





wm a+ by emt dit, 
Y 一 az 十 3 十 caz 十 Go 
x —asw+ bay 十 caz 十 dat 
才 一 ep 十 Di 十 ciz 十 Ge 
从 别 的 想法 可 以 证 明 , 这 个 变换 公式 的 行列 式 等 于 1. 
各 果 有 一 个 点 在 坐标 系 了 里 以 光速 c 向 着 任意 已 知 方向 作 等 
速 直线 运动 , 则 0 一 05, 9 一 营 ，z 一 好 和 又 十 如 十 吕 =o 于 是 
十 护 十 才 一 0 (27. 
但 是 按照 迈 开 尔 撑 的 实验 , 这 个 点 在 伐 标 系 TT 里 应 该 以 同样 拘 
光速 “ 而 运动 ,因此 还 应 该 有 
oH 0. 
因此 ， 公 式 (26) 并 不 是 任意 的 具有 等 J 1 的 行 判 式 的 齐 次 线 
性 变换 , 而且 还 有 这 样 的 条 件 , 如 果 2, y, z, t 满足 方程 
t+ 60, 
加 它们 经 过 变换 而 得 到 的 2', y, z,# 也 满足 这 个 方程 。 这 种 安 
换 (26) 叫 做 罗 仓 将 变换 、 


我 们 先 来 讨论 当 点 党首 Oz 轴 运 动 的 最 简单 的 稍 形 . 在 这 人情 
1 参看 第 二 郑 第 十 六 章 。 


(26) 
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形 里 公式 (26) 有 形状 
2 一 CT 十 忠志 
te gsp + ds, 
而 方程 (27) 变 成 
oa 一 ca 一 0 (C277) 
训 入 记号 o 一 加 十 是 公式 《26 和 方程 (27) 成 为 
wet 中 


We ari 
e 


种 
w=0. (27:) 


我 们 来 求 另 一 种 形状 的 公式 (26:). 我 们 把 z 和 和 看 做 平面 
上 的 直角 坐标 ， 即 我 们 从 儿 何 上 来 考虑 问题 ， 我 们 并 且 认 为 公式 
(〈26:) 是 平面 0zu 的 仿 射 变换 的 公式 《上面 说 过 ， 它 的 行列 式 等 于 
力 ， 我 们 把 这 个 变换 记 敌 。 和 如 果 按 照 我 们 的 假定 , 从 @* 一 ?0 
推出 2” 一 uw” 一 0, 唱 这 个 变换 把 一 对 相交 的 直线 

-w=0 

变 成 自己 。 因 此， 变换 工 是 沿 着 这 两 条 直线 作 具 有 相同 系数 ?的 
压缩 和 伸展 的 联合 . 

从 图 中 我 们 得 到 








有 从 第 -对 方程 求 出 由 一 和 立 表 达 的 到 称 9 代入 第 二 对 方程 ,我 们 
得 到 








或 者 在 这 时 令 -如 二 二 ov 我们 得 内 


YD 
Pd Ri 
YE i-(¥) 
这 就 是 著名 的 罗 仓 效 公式 . 
如 果 现 在 特别 下 z=0, 即 考虑 坐标 系 了 的 原点 的 运动 ， 则 我 
们 得 到 





—Vé 
Ce 


fan 四 
(了 “大仙 

或 者 2 ~ 一 vt。 由 此 可 见 , 4 是 坐标 系 TZ 相对 十 度 标 系 了 的 运 
动 素 庭 . 

例如 设 给 了 Oz 办 上 的 在 坐标 系 了 里 具有 坐标 和 zs 的 两 
个 点 , 在 毕 标 系 工 里 它们 之 则 的 距离 是 + 一 | 为 一 weal、 我们 来 看 一 
下 ,对 于 处 在 第 二 个 坐标 系 里 的 观察 者 来 说 ,它们 之 间 的 距离 是 沪 
样 的 。 我们 有 


于 是 





因子 W/1 一 ( 刀 ) 显然 正 是 罗 仑 效 收编 的 系数 。 因 为 。 非常 
大 ， 记 以 对 于 不 很 大 的 “这 个 系数 非常 接近 于 1 因而 收缩 也 就 
不 显著 ， 热 而 一 些 基本 的 微粒 ,例如 电子 和 正 电子 常常 以 类 似 于 
光束 的 连 庶 而 运动 ， 因 而 在 研究 它们 的 运动 时 就 不 能 不 考虑 到 这 


个 事实 , 也 就 是 不 能 不 考虑 到 所 谓 相对 论 的 效果 . 
现在 让 我 们 来 研究 下 列 比较 复杂 的 情形 ， 当 点 在 平面 02y 上 
运动 的 情形 。 对 于 这 种 情形 , 变换 (26) 有 形状 
z=ar+ by dt, 
Y ~as2 + by +d, (20") 
才 一 @s2 tbay tdat, 
[2 | 
这 里 gs bs dsl =l, 
aa ba dsl 
+ P=0, 27") 
这 是 关于 在 平面 Coy 上 的 运动 的 多 仑 兹 公式 . 
后 令 ct 一 9。 于 是 变换 (26") 就 可 以 写成 : 


而 方程 (27) 则 是 


wv biy+ 于 


g 一 aaz 十 by 十 a (26,) 


Uapot bpy+ St 
并 且 它 的 行列 式 还 等 于 1, 而 方程 (27") 则 有 更 简单 的 形状 
P+ =0. (272) 
我 们 把 2, y, 4 看 做 普通 三 维 空间 中 点 的 简 卡 儿 直 角 举 标 ,而 
且 把 公式 (26) 看 做 这 个 空间 的 
仿 射 变换 的 公式， 方程 (272) 赤 
示 -- 个 顶 角 是 90” 的 正 圆 锥 太 
(图 86). 
从 罗 仑 兹 变换 的 这 个 儿 何苦 
释 ( 因 为 我 们 在 这 里 根本 就 把 
w=ct 看 做 空间 的 坐标 ) 看 来 ， 平 
面 上 的 运动 不 是 别 的 ， 正 是 这 个 
灸 8 空间 的 把 锥 面 五 变 成 自己 的 所 


站 
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有 等 积 仿 射 变换 ( 即 不 改变 体积 的 仿 射 变换 ). 

让 我 们 来 讨论 某 些 这 种 特殊 的 罗 仑 冀 变 换 . 

工 明显 地 ， 空 间作 为 刚体 绕 能 而 天 的 轴 转 一 个 角 避 的 任何 
简单 的 旋转 ,是 空间 的 把 锥 面 下 变 成 自己 的 等 积 仿 射 变换 , 即 是 
一 些 特殊 的 罗 仑 兹 变换 、 我 们 把 它 记 做 @. 

8 空间 对 通过 俊 面 K 的 轴 的 任何 平面 的 反射 ， 显 然 也 是 这 
种 罗 仑 兹 变换 、 我 们 
把 它 记 做 二 

3. 最 后 , 让 我 们 
来 看 一 下 以 下 的 变换 
《图 8). 设 o 和 Ww 是 
锥 面 了 的 某 一 对 对 
而 的 母线 , 已 和 @ 是 
沿 这 两 条 母线 与 锥 面 
相 切 的 平面 ， 这 两 个 
平面 互相 季 直 我 们 
作 空 间 向 着 平面 卫 的 
压缩 和 它 背 着 平面 Q 
而 具有 同一 个 系数 的 伞 展 ,或 者 反之 ， 例如 我 们 把 空间 向 卷 平面 
卫 压 缩 到 三 分 之 一 ， 然 后 背 着 平面 & 把 它 伸展 到 三 和 俯 .。 这 种 空间 
变换 显然 是 仿 射 变换 而 且 是 保留 记 有 体积 的 大 小 的 ， 我 们 把 它 记 
做 荆 ， 让 我 们 来 证 明 ， 这 个 变换 把 色 面 变 成 自己 .由 于 锥 面 
玉 以 w 轴 作为 旋转 轴 , 总 可 以 把 整个 图 形 旋转 到 使 母线 v 和 名 处 
在 例如 平面 Some 上 .所 以 只 要 对 于 这 种 特别 情形 引出 证 明 就 成 





为 了 证 明 ， 我 们 使 平行 于 平面 Sm 的 任意 平面 呈 与 锥 面 玉 
相交 .这 个 平面 有 方程 y~b, 这 里 5 是 常数 。 把 这 个 值 代入 锥 面 
芭 的 方程 ,我 们 得 到 

ow ——b’, 
这 是 双 有 曲线 的 方程 ,对 于 它 说 , 平 而 及 与 平面 卫 自 的 交 线 正 是 
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渐 近 线 。 但 是 因为 刻画 这 个 双 胡 线 的 点 的 是 : 它 到 渐 近 线 ( 即 到 平 
看 卫 和 Q@) 的 距离 p 和 g 的 乘积 是 常数 , 在 变换 工 下 , 这 种 双 曲 线 
上 的 每 一 个 点 都 留 在 同一 个 双 曲 线 上 , 因而 双 曲 线 就 变 成 了 自己 ， 
但 是 整个 锥 面 五 就 由 这 种 双 陆 线 组 成 ， 所 以 在 空间 变换 研 下 钮 
画 互 变 成 了 自己 ， 因 此 这 个 变换 工 也 是 罗 仑 效 变 换 . 

办 为 在 仿 射 变换 下 直线 变 成 直线 ， 而 且 相 交 直 线 变 成 相交 让 
线 ,所 以 直线 从 S 在 任何 罗 仑 效 变 换 下 一 对 一 地 变 成 自己 ,此 外 ， 
因为 在 空间 的 仿 射 变换 下 每 一 个 平面 都 变 成 一 个 平面 ， 所 以 在 从 
到 自己 的 这 种 变换 下 得 到 的 是 这 个 从 的 射影 变换 ， 如 果 用 一 个 
委 直 于 锥 面 区 的 轴 的 平面 了 与 这 个 从 相交 ， 而 且 认 为 这 个 平 而 
完全 不 参与 空间 的 所 说 罗 仓 兹 变 欣 ， 再 把 这 个 平面 增补 成 为 射影 
平面 五， 来 考虑 丛 咏 的 直线 与 平面 五 " 的 交点 ， 则 变换 从 8 的 罗 
仓 效 变换 ， 顺 带 给 出 平面 卫 " 的 一 个 射影 变换 4， 它 把 由 平面 五" 
与 猴 夯 到 的 内 部 相交 而 成 的 国 形 “ 变 成 自己 。 因 此 ,为 了 研究 罗 
华 兹 变换 的 性 质 ， 最 简单 的 是 考 忠 
它 的 所 谓 把 图“ 变 成 自己 的 射影 变 
换 A。 





图 88 轩 89 
把 圆 变 成 自己 的 射影 变换 ”我们 把 平面 上 的 一 个 点 ,由 
这 点 引出 的 一 条 半 直 线 和 以 这 半 直 线 所 在 的 直线 为 界 的 一 个 洲 于 
面 , 合 称 为 六 画 五 " 的 “ 宗 架 ”( 不 到 与 $11 让 的 举 标 架 相 滋 》， 葡 
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们 来 证 明 ， 如 果 取 任意 的 两 个 标 架 区 和 对 '。 它们 的 点 都 是 圆 = 
的 内 点 , 则 可 以 用 变换 五 @ 和 “把 其 中 第 一 个 标 架 变 成 第 二 个 标 
架 . 为 此 只 要 作 变换 4=J"w*131( 瑞 者 变换 A 一 了 ws 了). 
变换 五 把 第 一 个 标 架 站 变 到 圈 «的 中 心 0, 变换 口 把 它 旋转 到 
必要 的 位 置 , 最 后 变换 七 ? 把 它 变 到 与 第 二 个 标 架 好 ' 重合 . 

此 外 ， 让 我 们 来 证 明 ， 这 种 把 已 知 标 架 于 变 成 己 知 标 架 用" 
的 变换 4 只 有 一 个 .为 此 我 们 先 注 意 到 ， 如 果 有 两 个 不 同 的 变换 
二 和 4s 都 把 标 架 用 变 成 标 架 了 用， 则 变换 4 一 A1451 就 不 是 恒 
同 变换 而 把 标 架 用 变 成 自己 。 因 此 只 要 能 证 明 ; 假如 有 某 个 变换 
才 把 标 架 下 变 成 自己 , 则 它 一 定 是 恒 同 变换 ， 即 它 保留 加 < 所 在 
平面 的 全 部 的 点 在 原 地 . 

我 们 来 证 明 这 一 点 。 设 有 一 个 变换 4 把 标 架 M 变 成 自己 . 
那 末 它 就 把 这 个 标 架 中 的 直线 4B 变 成 自己 ， 但 是 因为 它 把 圆 < 
的 回 周 变 成 自己 , 所 以 它 保留 点 4 和 召 在 原 地 或 者 交换 它们 的 位 
置 ， 然而 内 为 它 把 标 架 中 的 半 直 线 变 成 自己 ， 后 一 情人 况 不 可 能 发 
生 . 在 点 4 和 日 处 引 加 的 切线 它们 都 变 成 自己 , 因为 假如 这 
种 切线 变 成 割 线 44， 则 反 地 变换 就 要 把 圆周 a 的 不 同 的 点 4 和 
工 变 成 同一 个 点 4， 但 是 变换 4 是 射影 变换 ， 因 而 是 一 对 一 的 . 
一 当 变 换 4 把 这 些 切 线 变 成 自己 ， 那 末 它 们 的 交点 允 就 留 在 原 
地 ， 因 此 直线 MN 变 成 自己 ， 再 由 于 标 架 好 中 的 半 平 面 变 成 自 
己 ， 我 们 像 前 面 一 样 得 知 : 点 O 和 也 不 改变 位 置 而 留 在 原 地 ， 总 
之 ,在 射影 平面 TT" 的 所 说 射影 变换 4 下 , 它 的 四 个 点 4, B, 0,D 
留 在 原 地 , 而 这 四 个 点 中 任何 三 个 点 都 不 在 一 条 直线 上 , 因此 , 根 
据 射影 变换 的 基本 定理 , 这 个 变换 是 射影 变换 . 

以 后 在 第 十 七 章 $ 5( 第 三 卷 ) 中 将 会 证 明 , 利用 刚才 引出 的 罗 
仓 兹 群 的 性 质 , 很 容易 实现 罗 巴 急 夫 斯 基 的 平面 几何 , 而 如 果 对 于 
点 在 空间 中 运动 的 一 般 情 形 讨论 罗 仑 效 变 换 ， 则 还 可 以 实现 罗马 
切 夫 斯 基 的 立体 几何 ， 因 而 也 就 证 明了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 无 矛 
盾 性 . 

我 们 看 到 , 罗 仑 兹 变换 的 理论 , 射影 几何 和 远视 亚 论 , 以 及 欧 
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九里 得 几何 , 都 彼此 有 着 紧密 的 联系 。 原 来 , 与 它们 在 很 多 方面 有 
联系 的 还 有 复 变 歼 函数 论 里 的 所 谓 保 角 变 换 的 理论 ， 还 解决 了 赫 
学 物理 的 很 多 重要 问题 , 例如 在 受热 的 棒 上 演 度 分 布 的 问题 , 关于 
守 气 对 机 辟 的 绕 流 问 题 ,平面 静电 场 理 论 的 癌 题 , 状 性 理论 的 平面 
问题 以 及 很 多 别 的 问题 . 


结 束 语 


解析 几何 是 研究 数学 其 他 分 支 , 力 学 、 物 理学 和 其 他 自然 科学 
所 十 分 必要 的 数学 方法 。 所 以 不 仅 在 大 学 里 要 学 习 它 , 而 且 在 所 
有 高 等 技术 学 校 甚至 某 些 中 等 技术 学 校 里 也 要 学 习 它 。 现 在 已 经 
提出 了 把 十 分 详细 的 解 碎 儿 何 原理 放 在 中 学 课程 里 的 问题 . 

各 种 柴 标 我们 看 到 ， 解 析 几 何 观 念 的 重要 部 分 是 坐标 方法 
和 把 方程 看 作 联系 这 些 坐 标的 关系 的 看 法 。 除去 笛 卡 儿 坐 标 ， 还 
可 以 社论 各 种 别 的 坐标 。 舌 如 说 , 在 平面 上 取 定 一 个 点 已 (所 谓 极 
点 ) 和 从 它 引出 的 一 条 半 直 线 (所 谓 极 轴 ) 以 后 , 可 以 用 这 样 两 个 数 
来 决定 一 个 点 好 的 位 置 ,从 极点 引 到 这 个 点 的 极 半径 的 长 度 p 和 
这 个 半径 与 极 轴 组 成 的 角 w( 图 90) 





图 90 91 

特别 地 ,对 十 椭 加 、 双 由 线 或 者 抛物 线 , 假如 取 焦 点 作为 极点 ， 

而 取 从 焦点 沿 著 对 称 轴 引 向 与 最 近 的 顶点 相反 一 便 的 半 直 线 作为 
极 辆 (图 91)， 则 这 些 曲 线 就 有 同一 个 方程 





这 里 = 是 曲线 的 离心 挛 , 这 王朝 是 它们 的 所 亩 参数. 这 个 方程 在 天 
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文学 中 有 很 大 的 价 信 , 那 是 说 , 利用 这 个 方程 可 从 研讨 如 何 从 惯性 
定律 和 万 有 引力 定律 推导 出 行星 是 以 本 图 轨道 绕 车 太阳 运行 的 、 

大 家 前 知道 , 地 理 坐 标 (经纬 度 ) 给 定 了 点 在 球面 上 的 位 置 

同样 地 ,就 像 在 微分 几何 中 所 做 的 (参看 第 二 卷 第 七 章 ), 可 以 
在 任何 曲面 上 引入 学 标 网 以 及 其 他 

多 维 解析 几何 和 无 穷 锥 解析 几何 ， 代 数 几何 ”解析 几何 到 十 
九 世 纪 时 已 经 经 历 了 这 样 长 的 发 展 道路 ， 我 们 上 耐 只 是 写 出 了 大 
概 的 轮廓, 而 且 它 居然 给 出 了 那么 多 观念, 看 来 它 应 已 发 展 到 了 尽 
头 吧 , 然而 事实 上 却 并 非 如 此 。 就 在 现代 , 两 个 新 的 宽广 的 数学 分 
支 一 一 所 谓 泛 函 分 析 和 一 般 的 代数 几何 还 在 迅速 地 发 展 着 ， 固 
然 , 它们 都 只 是 一 半 地 代表 了 古典 解析 几何 的 直接 的 延续 ; 在 泛 画 
分 析 里 有 许多 是 分 析 , 在 代数 几何 里 有 不 少 函 数论 和 拓扑 学 

让 我 们 来 说 明 上 一 段 话 的 意思 . 还 在 上 一 世纪 中 , 人 们 已 经 开 
始 讨 论 四 维 的 和 一 般 " 维 的 解析 几何 , 这 就 是 说 ,开始 研究 这 样 的 
代数 问题 ， 它 们 是 在 二 维和 三 维 解析 儿 何 里 所 研究 的 代数 问题 的 
直接 推广 , 即 考 忠 有 4 个 或 "个 未 知 数 的 情形 ， 在 十 九 世纪 末 , 许 
多 点 越 的 分 析 学 家 有 了 这 样 一 各 想法， 为 了 分 析 和 数学 物理 的 目 
的 , 必须 研讨 无 穷 维 的 解析 几何 . 

初 看 起 来 可 以 认为 ， 假 如 m 维 空间 基 至 四 维 空间 都 像 是 不 自 
然 的 数学 上 的 建构 , 那 末 无 穷 维 空间 就 更 是 如 此 了 。 然而 事实 并 
不 是 这 样 ， 关 于 无 益 维 空间 的 论证 ， 完 全 不 是 这 样 的 困难 ， 它 们 
目前 成 为 数学 的 一 大 分 支 一 泛 函 分 析 (参看 第 三 卷 第 十 九 章 ). 
在 数学 的 这 个 部 门 里 , 苏联 学 者 在 最 近 做 出 了 一 些 最 重要 的 结果 ， 

在 起 的 是 ， 无 穷 维 的 解析 儿 何 有 重要 的 实际 应 用 而 且 在 现代 
物理 学 里 占有 基本 的 地 位 。 

至 于 说 到 代数 几何 , 则 这 是 普通 解析 几何 的 更 直接 的 推广 , 后 
者 本 身 只 不 过 是 代数 几何 的 一 部 分 嗣 了 ， 代 数 几 何 可 以 认为 是 数 
学 的 这 样 一 个 部 门 ， 它 研究 在 笛 卡 儿 坐 标 里 由 代数 方程 表示 的 昌 
线 、 曲 面 和 超 曲面 , 这 些 方程 不 仅 是 一 次 的 和 二 次 的 , 而 且 还 有 高 
次 的 。 原 来 ,在 这 些 研究 中 最 好 不 仅 考虑 实数 坐标 , 而 且 也 考虑 复 
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数 举 标 ， 即 考虑 在 记 识 复 空间 里 的 东西 . 在 这 个 领域 里 的 最 重要 
结果 早 在 上 一 世纪 就 由 黎 晶 所 得 出 
了 . 作为 关于 高 阶 曲 线 的 定理 的 光辉 
的 例子 ， 我 们 提出 彼得 洛 夫 斯 革 的 因 
其 普遍 狂 而 驰名 的 结果 ， 他 的 结果 是 
关于 “ 阶 曲 线 所 能 分 成 的 卵 状 线 个 数 
的 .彼得 洛 夫 斯 基 证 明了 ， 如 果 Pp 是 
完全 不 在 别 的 列 状 线 内 部 和 在 偶数 个 
秘 状 线 内 部 的 卵 状 线 的 个 数 ， 而 名 是 在 奇数 个 卵 状 线 内 部 的 卵 状 
线 的 个 数 ， 而 且 如 果 我 们 考 巾 完全 由 彼此 不 相交 的 孵 状 线 组 成 的 
曲线 (图 92), 则 





Sr — 6n 
5 
这 里 nm 是 曲线 的 阶 数 , 即 是 表示 它 的 方程 的 次 数 . 
上 述 结果 之 所 以 重要 ， 是 因为 直到 今天 对 于 高 阶 曲线 的 一 般 
形状 几乎 是 什么 也 不 知道 ,这 驹 怕 是 在 解析 儿 何 学 中 最 晚 得 到 的 
重要 普遍 定 理 之 一 。 


Pp—m< 
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第 四 章 代 数 
(代数 方程 的 理论 ) 


§1, 络 论 


什么 是 代数 以 及 它 的 特征 怎样 ,由 于 它 的 初等 性 , 这 个 问题 已 
被 大 家 所 熟知 , 并且 在 中 学 课程 里 已 给 出 了 代数 的 基本 知识 ， 代 
数 首先 是 被 它 自己 的 方法 刻 划 出 其 特点 ， 这 些 方法 就 是 使 用 字母 
及 字母 的 表示 式 , 以 及 对 于 它们 按照 确定 的 法 则 进行 变换 。 在 初 
等 代数 里 ,字母 代表 通常 的 数 , 所 以 字母 表示 式 的 变换 法 则 是 以 数 
的 运算 法 则 为 依据 的 [例如 ,两 数 的 和 与 相 加 的 顺序 无 关 ,， 在 代数 
蝶 则 写成 4+5b~b 十 my 用 一 数 乘 二 数 的 和 与 用 此 数 分 别 乘 二 数 然 
后 将 所 得 到 的 两 个 聚积 相 加 是 一 样 的 ， 即 (a+9)e=act+ Do， 等 
等 ]。 

我 们 考察 任 一 代数 定理 的 证 明 ， 很 容易 确信 它 仅 与 作用 于 字 
母 的 那些 运算 法 则 有 关 , 而 与 字母 所 代表 的 数 无 关 ， 

代数 方法 , 也 就 是 字母 计算 的 方法 贯穿 在 全 部 的 数学 中 ， 在 
解决 任何 数学 问题 时 , 其 中 通常 有 一 部 分 不 是 别 的 , 而 是 一 些 不 同 
复杂 程度 的 代数 计算 ， 此 外 ， 在 数学 中 还 使 用 了 各 种 不 同 的 字母 
计算 法 , 但 此 时 字母 已 不 一 定 代表 数 , 而 是 任何 其 他 对 象 , 因此 在 
这 种 情况 下 , 字母 的 运算 法 则 可 能 是 不 同 于 初等 的 代数 , 例如 , 在 
几何 、 力 学 和 物理 中 是 使 用 向 量 的 。 大 家 都 知道 向 量 是 有 运算 法 
则 的 , 这 些 法 则 部 分 地 与 数 的 运算 法 则 相同 , 但 是 主要 的 部 分 却 是 
不 同 的 . 

在 近代 数学 及 其 应 用 方面 ， 代 数 方法 的 意义 在 最 近 几 十 年 来 
是 强 有 力 地 增加 了 . 

第 一 ， 技 术 需 要 的 增加 要 求 对 一 些 数学 分 析 的 困难 问题 求 出 
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数字 的 解答 , 而 这 件 事 通常 公 在 将 这 些 问题 代数 化 以 后 才 有 可 能 ; 
这 和 样 也 就 构成 了 新 的 代数 问题 , 有 时 甚至 是 困难 的 问题 . 

第 二 , 一 些 分 析 方 面 的 问题 , 在 开始 应 用 代数 的 方法 以 上 后, 变 
成 明显 的 和 容易 理解 的 ， 这 些 方法 是 建立 在 一 次 方程 组 理论 的 深 
刻 推 广 (对 于 无 穷 多 的 情形 ) 的 基础 上 的 . 

最 后 , 代数 的 高 深部 分 在 近代 物理 中 找到 丁 应 用 , 即时 子 力学 
的 基本 概念 是 借助 于 复杂 的 并 且 不 初等 的 代数 对 象 表 达 的 . 

代数 学 史 的 基本 特征 如 下 ; 

首先 必须 指出 的 是 ， 关 于 什么 是 代数 以 及 代数 的 基本 问题 是 
什么 这 两 个 问题 的 观念 有 两 次 改变 ,一 次 是 上 世纪 的 前 半期 ,而 另 
一 次 是 在 本 世纪 初 ， 在 三 个 不 同时 期 内 ， 人 们 将 三 个 很 不 相同 的 
东西 理解 为 代数 学 , 代数 学 的 这 些 历史 不 同 于 解析 几何 \ 微 分 学 及 
积分 学 这 三 种 著名 的 计算 学 科 的 历史 ， 后 者 是 由 它 的 创始 人 一 一 
费 尔 马 、 笛 卡 儿 、 牛 辆 、 汪 布 尼 区 及 其 他 学 者 所 亲手 莫 立 的 , 在 进 一 
步 的 茵 勃发 展 过 程 中 , 其 至 有 时 是 用 大 量 的 新 笨 章 来 补充 的 时 候 , 
它们 本 米面 目 在 原则 上 却 具有 较 少 的 改变 . 

在 古代 ， 为 了 妊 决 某 些 种 类 的 数学 问题 而 找到 的 任何 法 则 都 
是 用 语句 把 它 沁 下 来 ,因为 那 时 字母 表示 法 还 没有 发 明 , “代数 ” 
这 个 字 本 身 是 由 九 记 纪 的 龙 刺 子 模 学 者 的 最 重要 的 著作 的 名 称 产 
生 的 ,这 个 学 者 叫做 穆罕默德 -阿里 * 花 赣 子 模 (参看 第 一 章 ), 在 他 
的 著作 里 产生 了 第 一 个 解 一 次 及 二 次 方程 的 一 般 性 法 则 .然而 字 
母 表示 法 的 引进 通常 是 和 维 耶 特 的 名 字 相 联 系 的 ， 他 不 仅 用 字母 
表示 米 知 数 , 并 且 开始 用 字母 娄 示 给 定 的 量 , 第 卡 儿 对 于 字母 表示 
法 的 发 展 也 化 了 不 少 工作 ,于 是 通常 的 数 也 可 用 字母 表示 。 从 这 
个 时 候 开始 ,实际 上 把 代数 看 成 是 关于 字母 计算 , 关于 由 字母 构成 
的 公式 的 变换 以 及 关于 代数 方程 等 等 的 科学 ， 它 与 算术 的 不 同 在 
于 算术 永远 是 对 具体 数字 的 运算 。 仅仅 从 这 以 后 , 甚至 很 复杂 的 
数学 想法 都 易于 加 以 观察 和 了 和 解 , 因为 在 审视 字母 的 式 子 以 后 , 在 
大 多 数 的 情况 下 都 能 够 从 它 上 面 看 出 问题 的 结构 及 规律 ， 并 且 能 
够 容易 地 加 以 变换 ， 在 那 时 ， 整 个 数学 , 无 论 是 几何 学 还 是 无 穷 小 
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分 析 萎 被 叫做 代数 学 , 这 就 是 关于 代数 学 的 第 一 个 观点 , 也 就 是 所 
亩 维 耶 特 的 观点 ， 它 特 列 明 显 地 麦 现在 有 名 的 < 代数 学 引 论 ? 一 书 
中 ， 这 本 书 是 俄罗斯 科学 院 的 著名 的 欧 拉 院 士 在 十 七 世纪 六 十 年 
代 写 成 的 , 它 距 高 现在 已 有 200 年 了 . 

欧 拉 把 代数 定义 成 各 种 量 的 计算 的 理论 ”他 的 书 的 第 一 部 分 
包含 有 关于 有 理 整数 ， 通 常 的 分 数 ， 二 次 及 三 次 方 根 的 计算 的 理 
论 , 对 数 ,级 数 (mporpeceza) 的 理论 ， 多项式 的 计算 理论 ,牛顿 二 项 
式 的 理论 及 其 应 用 ;在 第 二 部 分 里 包含 有 一 次 方程 及 一 次 方程 组 
的 理论 , 二 次 方程 的 理论 以 及 用 根 号 解 三 次 与 四 次 方程 的 理论 , 并 
且 那 里 面 还 有 各 种 整数 不 定 方程 的 解法 这 类 广泛 的 题材 , 例如 ,证 
明了 痪 尔 马 方程 中 十 镶 一 六 不 可 能 有 整数 解 = Y, z. 

在 十 八 世 纪 末 年 及 十 九 世 纪 初 年 ,代数 学 中 的 问题 之 一 , 即 代 
数 方程 的 解法 问题 渐渐 地 被 人 认为 是 中 心 问题 ， 这 个 问题 的 根本 
困难 在 于 一 个 未 知 数 的 n 次 代数 方程 

+m ta 3 十 … 十 Ca 十 Cn 一 0 
的 解法 ， 这 件 事 的 发 生 是 由 于 这 个 问题 对 于 整个 数学 的 重要 伺 以 
及 它 的 应 用 ， 同 时 也 由 于 大 多 数 与 它 相 联系 的 理论 的 证 明 的 深刻 
性 和 困难 性 . 
一 般 性 的 公式 
zx 一 一 所 + By 


是 人 人 都 知道 的 , 任意 的 二 次 方程 就 是 借助 于 它 而 解决 的 ,十 六 世 
纪 的 意大利 代数 学 家 求 出 了 解 三 次 及 四 次 方程 的 一 般 法 则 ， 这 个 
法 则 与 上 述 公式 类 似 , 但 是 却 复杂 得 多 ,然而 对 于 更 高 次 方程 在 这 
件 事 上 的 进一步 研究 却 遇 到 了 不 可 克服 的 困难 . 十 六 .十 七 十 八 
以 及 十 九 世 纪 初 年 的 最 伟大 的 数学 家 们 ( 塔 尔 塔 轿 雅 、 卡 尔 丹 、 管 
卡 儿 . 牛 顿 \ 欧 拉 、 达 朗 册 尔 、 奇 尔 恩 豪 斯 、 裴 蜀 、 拉 格 朗 日 高斯、 阿 
员 尔 、 傅 罗 华 \ 罗 巴 切 夫 斯 基 `、 斯 图 读 等 等 ) 创造 了 与 这 个 问题 有 关 
的 大 规模 的 复杂 理论 .在 十 九 世 纪 中 叶 , 谢 尔 的 两 卷 代数 问世 了 ,在 
这 部 书 里 而 代数 已 经 定义 成 为 代数 方程 理论 了 (这 在 当时 是 一 个 
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创举 ， 因 为 在 这 部 书 中 第 一 次 叙述 了 代数 方程 理论 的 顶峰 一 一 何 
罗 华 理论 )、 这 就 是 关于 什么 是 代数 的 第 二 个 观念 . 

在 上 一 世纪 的 后 半期 ， 由 仙 罗 华 的 有 关 代 教 方程 理论 的 想法 
出 发 ， 群 论 ” 和 代数 数论 (俄罗斯 数学 家 佐 沙 塔 辽 夫 在 它们 的 创立 
中 起 了 巨大 的 作用 ) 深刻 地 发 展 了 . 

在 第 二 个 时 期 内 , 作为 与 代数 方程 解法 问题 相关 联 , 同时 也 与 
解析 几何 中 所 研究 的 高 次 代数 流 形 理论 相关 联 的 内 容 ， 行 列 式 与 
矩阵 的 理论 , 二 次 型 及 线性 变换 的 代数 理论 , 特别 是 不 变量 的 理论 
等 代 数 工具 在 各 种 目的 下 发 展 起 来 了 、 在 几乎 整个 十 九 世纪 的 后 
半期 内 , 不 变量 理论 是 代数 研究 的 中 心 之 一 , 在 这 个 时 期 内 群 论 及 
不 变量 论 的 发 展 也 对 几何 的 发 展 起 了 重大 的 影响 ”. 

从 根本 上 说 ， 关 于 什么 是 代数 的 第 三 个 观点 是 与 下 述 的 情况 
相关 联 的 ， 郑 就 是 在 上 一 世纪 的 后 半期 内 ,开始 在 力学 、 物 理学 以 
及 数学 本 身 里 越 来 越 频繁 地 研究 到 的 一 些 对 象 ， 对 于 这 些 对 象 我 
伯 很 自然 地 就 机 考 趾 它 们 的 加 法 及 减法 运算 ， 有 时 也 考虑 乘法 和 
除法 ,然而 这 些 运算 满足 一 些 不 同 于 有 理 数 的 其 他 规律 . 

我 们 曾经 谈 到 过 向 量 ， 至 于 具有 其 他 运算 规律 的 各 种 形式 的 
量 , 我 们 只 能 在 此 说 出 名 字 , 即 矩 阵 , 张 量 、 旋 量 、 超 复数 等 等 , 所 有 
这 些 最 都 是 用 字母 表示 的 ， 但 是 不 同形 式 的 量 的 运算 规律 也 有 所 
不 同 ， 如 果 对 于 某 种 对 象 (用 字母 类 示 ) 的 某 个 集合 ,给 出 了 一 些 
运算 以 及 这 些 运算 所 满足 的 规律 (法 则 )， 那 末 我 们 就 说 给 出 了 某 
一 个 代数 系统 ， 第 三 个 关于 什么 是 代数 的 观念 是 说 ,代数 的 目的 
是 研究 各 种 代数 系统 , 这 就 是 所 谓 的 公理 化 的 或 抽象 的 代数 , 它 的 
抽象 是 由 于 对 所 考虑 的 代数 系统 是 用 字母 表示 ， 重 要 之 点 仅仅 是 
在 所 考 典 的 系统 里 运算 满足 什么 样 的 公理 (规律 )、 其 所 以 称 它 为 
公理 化 的 , 是 由 于 使 它 只 服从 作为 它 的 基础 的 那些 公理 ， 于 是 这 
就 回 到 了 第 一 个 ( 维 耶 特 的 ) 关 于 什么 是 代数 的 观点 ， 即 代数 是 字 
母 计算 学 的 观点 , 但 是 已 经 上 升 到 更 高 级 的 形态 了 。 这 里 对 于 字 
参看 第 三 大 第 一 上 章 ， 

及 参看 第 三 人 第 二 二 章 。 
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届 的 了 解 是 相同 的 ， 蛋 要 的 事情 仅仅 是 作用 于 字母 的 运算 所 满足 
的 迎 些 规律 ， 并 且 有 趣 的 是 这 样 的 代数 系统 无 论 就 数学 本 身 或 是 
在 它 的 应 用 里 都 具有 巨大 的 意义 - 

前 一 时 期 所 累积 的 大 量 的 代数 内 容 被 认为 是 创造 近代 抽象 代 
数 的 事实 基础 . 

二 十 世纪 三 十 年 代 里 , 范 - 德 "瓦尔 登 的 著名 的 教科 书 * 近 世代 
数 ?出 版 了 ， 它 在 前 述 关于 和 什么 是 代数 的 第 三 个 观念 上 起 了 巨大 
的 作用 ， 库 洛 什 在 同一 方面 也 写 了 一 本 代数 教科 书 . 

象 我 们 在 上 面 已 经 谈 到 的 代数 在 近代 物理 学 ( 泛 函 分 析 及 最 
子 力学 ) 上 的 应 用 一 样 , 它 在 本 世纪 里 对 于 几何 (拓扑 学 及 李 群 的 
理论 ) 也 有 深刻 的 应 用 . 

最 近 几 年 来 , 提出 了 应 用 各 种 数学 计算 机 , 特别 是 快速 电子 计 
算 机 来 使 代数 计算 机 械 化 的 特别 重要 的 课题 ， 与 这 些 数学 机 器 相 
关联 的 各 种 课题 提出 了 代数 学 的 新 的 特殊 的 问题 . 

在 本 书 中 ,除了 这 一 章 外 还 有 两 章 是 谈论 代数 的 , 即 线性 代数 
《第 三 着 第 十 六 章 ), 群 及 其 他 代数 系统 (第 三 着 第 二 十 章 )。 


§2. 方程 的 代数 解 


形 如 
+a tia +00 
的 方程 叫做 一 个 未 知 数 的 所 次 代数 方程 , 式 中 at aa， …， a 其 一 


此 给 定 的 系数 
一 次 及 二 次 方程 ”如果 方 程 是 一 次 的 , 那 末 它 的 形状 是 
az 十 6 一 0 
而 由 此 求解 即 得 一 一 4 
二 次 方程 
iprtg™=0 


在 远古 已 经 解 出 , 它 的 解法 简单 , 即将 9 移 至 右边 反 号 , 并 且 在 两 
”1 我 们 假定 方程 的 所 有 准 项 部 忆 移 委 左边 ,并 习 用 未 知 归 的 最 高 知 的 系 瘦 除 过 ， 
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边 都 加 上 如 就 得 到 
prt 人 全 -gq. 
但 tprt (et) 


因此 +B Tg 
出 此 就 得 出 熟知 的 二 次 方程 解 的 公式 
2 一 旺 +V 人 -gq 

三 次 方程 ”高 于 二 次 的 方程 则 是 另外 一 回 事 了 .一般 的 三 次 
方程 已 往 需 要 远 非 显然 的 想法 ， 这 就 使 古代 数学 家 的 努力 都 归于 
苑 效 ， 直 到 十 六 世纪 初 的 意大利 文艺 复兴 时 代 ,， 这 个 问题 才 被 意 
大 利 的 数学 家 斯 齐 波 ' 德 尔 * 非 洛 所 解决 。 按照 当时 的 风气 , 菲 洛 
的 发 明 没 有 发 表 , 但 却 向 他 的 一 个 学 生 讲 过 ， 菲 洛 死 后 , 这 个 学 生 
用 这 件 事 向 当时 意大利 的 最 大 的 数学 家 之 一 的 塔 尔 塔 里 雅 挑战 ， 
要 他 解 出 一 系列 的 三 次 方程. 塔 尔 塔 里 牙 (1500 一 1557) 起 而 应 战 ， 
并 且 用 八 天 的 时 间 结 东 了 这 次 竞赛 ， 他 得 到 了 解 形 如 x” 二 pr+g 
一 0 的 任何 三 次 方程 的 方法 . 

在 两 小 时 之 内 他 解决 了 对 手提 出 的 所 有 问题 ， 米 兰 的 数学 和 
物理 救 授 卡 尔 丹 (1501 一 1576) 在 得 知 塔 尔 塔 里 雅 的 发 明 后 ， 就 央 
求 塔 尔 塔 里 雅 将 秘诀 告诉 他 。 塔 尔 塔 里 雅 炎 于 在 要 卡尔 丹 绝 对 地 
保守 方法 的 秘密 的 条 件 下 网 意 了 .但 是 卡尔 丹 背 弃 了 诺言 而 将 塔 
尔 塔 里 雅 的 结果 发 表 在 他 自己 的 著作 < 大 法 (Ars magna) 里。 

三 次 方程 的 解 的 公式 虽然 应 该 称 为 塔 尔 塔 里 雅 公式 ， 但 是 直 
到 现在 为 止 仍然 把 它 叫做 卡尔 丹 公式 . 

卡尔 丹 公式 是 象 下面 那 桩 得 出 的 . 

首先 , 解 一 般 三 次 方程 

tayp+y+c=0 OD 
的 问题 容易 归结 为 解 不 含 未 知 数 的 平方 项 的 三 次 方程 
z+pe+g=0 (2) 


的 癌 题 ， 为 此 只 须 令 y=% 一 各 。 事实 上 ， 将 此 式 代入 方程 (并 
去 汝 括号 始 得 
CO rd 
一 3 二 gmt 


式 中 %…” 表 未 的 一 次 及 零 次 各 项 ， 由 此 可 见 含 os 的 项 是 相互 
抵消 了 。 
现在 设 给 出 的 方程 是 
+prt+qg™=0, 
令 w~w+v， 即 引进 w 及 后 而 使 一 个 未 知 数 的 问题 变 成 丙 
个 未 知 数 的 问题 ， 于 是 就 有 
(w+o) +p(u+v) +q =0, 
或 WW+ 人 +g+ (Buw+p) (十 切 一 0. 
无 论 两 数 和 wtw 是 怎样 的 , 我 们 永远 可 以 要 求 它们 的 积 等 于 
一 个 预先 给 定 的 信 ， 因 为 如 果 给 定 了 w+? 一 A4, 而 我 们 要 求 uv 一 
太 , 那 末 由 “~4 一 & 知 要 求 
ul(dA-wW) =B, 
这 只 要 4 是 二 次 方程 
Ww— Au+B~0 
的 根 就 行 了 。 但 由 已 获得 的 公式 知 , 每 一 个 二 次 方程 有 实数 根 或 
复数 根 ， 在 现今 的 清 形 下 , w+* 等 于 我 们 的 三 次 方程 的 所 求 根 
2 我 们 要 求 


WE 
tm 3， 


节 要 求 Bu 十 p= 0， 对 于 这 样 选择 的 及 就 得 到 
2 二 oa 二 9 一 0 
3 十 2 一 0. 
因此 我 们 如 果 能 找到 适合 这 组 方程 的 u 及 v， 那 末 数 <=w+% 便 
是 康 方 程 的 根 了 。 
由 方程 组 容易 构成 以 局 及 名 为 根 的 二 次 方程 事实 上 , 它 
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(3) 





因此 和 和 用 上 上 面 的 定理 就 知道 起 及 避 是 -次 方程 
2+g- 押 -0 
的 根 。 按 照 通常 的 公式 解 出 它 来 , 就 得 到 











沪 。 wn- 名 t+Y + 入 + 小 -名 -YE+ 新 : 
这 就 是 下 尔 丹 公式 . 

四 次 方程 在 三 次 方 各 被 解 出 后 ， 一 般 的 四 次 方 检 很 快 地 就 
被 典 拉 里 (1522 一 1565) 解 出 ， 为 了 解 出 三 次 方 必 必需 事先 解 出 二 
次 辅助 方程 

2+9- 入 -0 
起 中 z- 亿 蕊 名 而 四 次 方程 的 解 出 也 有 可 于 事先 解 出 基 一 个 王 
次 辅助 方 和 
费 拉 里 的 方法 如 十; 设 给 出 的 一 般 四 次 方程 是 
wtam tb tevwtad=0. 
将 它 写成 wetav—— bo ce—d 
的 形式 , 养生 在 两 边 都 加 上 全 ， 于 是 左边 就 是 一 个 完全 平方 
式 ,好 ee 
人 
竺 在 这 个 方程 的 两 边 加 上 
(和 
式 中 是 一 个 新 的 变数 ， 下 而 将 对 它 给 纪 我 们 所 需要 的 条 作 。 这 
榜 一 来 , 方 各 的 左边 仍然 是 一 个 完全 平方 , 即 
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Ce 
+( 学 -ce)e+( 加 -dd). 他 

于 是 我 们 将 问题 化 为 两 个 未 知 数 的 问题 了 . 等 式 ( 四 的 右边 
是 以 与 yY 有 关 的 式 子 作 系 数 的 ”的 二 次 三 项 式 ， 我 们 要 取 一 适当 
的 y 使 得 这 个 三 项 式 是 二 项 式 mc 十 BB 的 平方 . 

要 使 二 次 三 项 式 4z? 十 Bz+O 是 二 项 式 az 十 B 的 平方 只 要 

Be 440-0 
就 网 了 , 事实 上 , 如果 忆 一 440 一 0, 那 末 
Am+BetO=(V Ao+ vO), 


即 Am+ Br+O= (avt+pB)’, 
式 中 mV4，8-VvV5， 
因此 如 果 取 Y% 的 信使 它 满足 条 件 


( 竺 下 -人 -59) 革 汪 -0 
那 末 方 程 (4) 的 右边 就 是 完全 平方 (az+B)”。 展开 此 式 , 我们 得 到 
4 的 一 个 三 次 方程 , 即 
ye—byr+ (ac—4dd)y— [dla —405) + ~=0. 
解 出 这 个 辅助 的 三 次 方程 后 (例如 按照 卡尔 丹 公式 )， 然 后 由 它 的 
根 % 求 出 a 及 局, 于 是 就 有 


Co 

区 此 得 到 

Wt 党 + 各 ant+B 或 e+ 本 + 和 八 --m-E. 
由 这 两 个 二 次 方程 ,我 们 就 求 出 所 给 出 的 四 次 方程 的 四 个 根 。 

十 六 世纪 的 意大利 数学 家 对 三 次 及 四 次 代数 方程 的 解答 就 是 
这 样 . 

意大利 数学 家 的 成 就 发 生 了 很 大 的 影响 。 在 当时 , 新 时 代 的 
科学 还 是 第 一 次 超过 了 旧时 的 成 就 整个 中 世纪 只 是 处 于 了 解 古 
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代 著 作 的 潮流 影响 之 下 ， 而 终于 在 这 里 解决 了 古代 所 不 能 解决 的 
问题 。 这 是 在 新 的 计算 学 科 一 一 解析 几何 、 微分 学 及 积分 学 被 发 
现 的 前 一 百年 的 时 候 ， 这 些 新 的 计算 学 科 最 终 地 肯定 了 新 的 科学 
比 旧 的 优越 。 在 这 些 伟大 数学 家 之 后 ， 人 们 并 不 是 不 设法 继 针 总 
大 利 人 的 成 功 而 用 根 号 来 类 似 地 解 出 五 次 、 六 次 以 及 更 高 次 的 方 
程 . 

十 七 世纪 杰出 的 代数 学 家 奇 尔 思 豪 斯 (1651 一 1708) 甚至 说 他 
终于 找到 了 一 般 的 解法 ， 他 的 方法 是 建筑 在 将 一 方程 变换 为 更 简 
单 的 方程 的 基础 上 , 但 这 个 变换 本 身 需 要 解 某 些 辅助 方程 ,经 过 深 
入 地 考察 以 后 , 发 现 奇 尔 恩 豪 斯 的 变换 方法 实际 上 只 给 出 了 二 次 、 
三 次 及 四 次 方程 的 解答 ， 而 对 于 五 次 方程 则 需要 事先 解 出 一 个 还 
不 知 如 何 去 解 的 六 次 辅助 方程 ， 

分 解 因 式 及 维 耶 特 公式 “如果 应 用 所 谓 的 代数 基本 定 琢 ? 
( 先 不 管 它 的 证 明 ), 即 设 

f 0) 一 办 十 cao 十 十 am 
是 任意 给 定 的 % 的 nn 次 多 项 式 , 它 的 莱 数 中 ，aa，…，mn 是 给 定 的 
实数 或 复数 , 则 方程 
flo) -0 
至 少 有 一 实数 或 复数 横 ， 其 中 复数 的 计算 是 按照 有 理 数 记 适合 的 
规则 一 样 地 进行 , 那 末 容 易 证 明 多 项 式 f(z) 能 够 直 成 一 次 因 式 的 
连 腰 积 的 形状 , 即 
{0) ~ (0—a) ob) (oD), 
此 处 a 5， …, 了 是 一 些 实数 或 复数 , 并 且 只 有 这 一 种 表示 法 ， 
事实 上 , 设 “ 是 了 (c) 的 一 根 ,以 w 一 6 去除 有 (o)， 由 于 除 式 是 
1 次 的 , 因此 余数 就 是 一 个 常数 R， 即 我 们 有 恒等式 
fo) = (e~a)fi(e) +B, 
式 中 户 (e) 是 一 个 % 一 1 次 的 多 项 式 , 而 是 常数 , 用 数 4 代 > 以 
后 就 得 到 
1) 代数 正本 定理 的 证 盟 是 起 难 的 ,并 且 是 在 更 晚 得 多 的 时 候 给 出 的 在 这 里 交涉 
33 的 凝 个 篇 四 来 完成 它 ,但 它 的 正确 性 却 在 严格 证 明 很 久 以 前 就 料想 到 了 。 
.2a2 。 


Fe) 一 (一 G) 太 (ca) +R— 有 BR, 

因为 “是 Fe) 的 一 根 , 放 了 Ca) ~0, 所 以 ~0。 即 a 如 果 是 一 个 
多 项 式 的 根 , 2 一 a 就 能 整除 此 多 项 式 , 故 

f (9) ~ (0— fi(2). 
如 果 代 数 基本 定理 是 正确 的 话 , 那 末 1(%) 也 有 一 个 根 5 类似 地 
我 们 就 得 到 

f:(2)— (0—b)fs(2), 
式 中 fs(z) 是 一 个 % 一 2 次 的 多 项 式 等 等 ， 这 个 分 解 式 容易 证 明 
是 唯一 的 . 

每 一 个 nm 次 多 项 式 J(c) 在 这 种 意义 下 有 rn 个 并 且 有 nn 个 根 


对 上 了，c,，…, 4。 它们 可 能 全 不 相等 , 也 可 能 有 一 些 是 相同 的 、 当 有 
一 些 根 是 相同 的 时 候 ， 我 们 就 拒 相 互相 同 的 根 的 个 数 叫 做 这 个 根 
的 重复 度 . 


将 式 子 人 一 6) (< 一 及 (z 一 0)… (一作 
磁 开 , 并 比较 “的 同 次 等 的 系数 , 我 们 就 直接 得 到 
一 @a 一 6 十 0 十 co 十 … 十 及 
qs—ob+ac+… 十 有 
—a™— qbotabad+.*, 





士 m 一 60c-1 

这 就 是 维 耶 特 公式 ， 
有 关 对 称 多 项 式 的 定理 维 耶 特 公式 是 个 字母 4, 8, …, 1 
的 多 项 式 ， 它 对 这 些 字母 的 任何 排列 不 变 . 实际 上 , 4+5 十 … 十 
+ 一 5 二 4 十 … 十 8 等 等 , 一 般 来 说 对 #8 个 字母 的 任何 排列 
不 变 的 n 个 字母 的 多 项 式 叫 做 这 个 字母 的 对 称 多 项 式 ， 例如， 
5m2+5w 一 Toy 是 < 及 Y 的 对 称 多 项 式 , 能 够 证 明 下 面 的 定理 ; 每 
一 具有 任何 系数 4, B, … 的 "个 字母 的 整 对 称 多 项 式 能 够 几 成 
这 些 字母 的 维 耶 特 多 项 式 及 系数 4,，B… 的 有 理 整 式 ( 即 应 用 加 、 
减 、 乘 请 运算 而 得 到 的 式 子 )、 如 果 2， …, ?是 nn 次 方程 4" 十 
ge" 十,… 十 da 一 0 的 根 , 那 末 具 任何 系数 4, B,… 的 a,b,…, 1 
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的 每 一 对 称 多 项 式 就 是 方程 的 系数 a1, aa …，qm 及 系数 4, 到 … 
的 有 理 整 式 ， 这 就 是 对 称 多 项 式 的 基本 定理 . 

拉 格 朗 日 的 工作 ”著名 的 法 兰 西数 学 家 拉 格 朗 日 在 1770 一 
1771 年 所 发 表 的 长 文 (有 200 多 页 ) 关于 代数 方程 解法 的 思 沧 ” 
中 , 讨论 了 在 他 以 前 为 人 们 所 狼 知 的 解 二 次 、 三 次 及 四 次 方程 的 一 
切 解法 ， 他 并 且 指 出 这 些 成 功 了 的 解法 所 根据 的 情况 对 五 次 及 更 
高 次 方程 是 不 可 能 发 生 的 。 从 蕴 洛 所 处 的 时 代 到 拉 格 朗 日 的 这 篇 
文章 出 版 时 , 中间 经 过 了 两 个 半 世 纪 , 在 这 样 长 的 时 间 里 任何 人 都 
没有 怀疑 过 用 根 号 解 五 次 及 更 高 次 方程 的 可 能 性 , 也 就 是 说 , 大 家 
认为 可 以 找到 一 个 表示 这 些 方程 的 根 的 公式 ， 而 这 个 公式 象 古 代 
的 解 二 次 方程 及 十 六 世纪 意大利 人 解 三 次 及 四 次 方程 一 样 ， 只 是 
对 这 些 方 秘 的 系数 作 加 、 减 、 乘 、 除 及 求 正 整数 次 根 诸 运算 就 可 得 
到 ， 仅 仅 以 为 是 人 们 没有 能 有 成 效 地 找到 正确 的 然而 看 来 是 很 淆 
秘 的 道路 去 得 出 解法 . 

拉 格 朗 日 在 他 自己 的 回忆 录 (全 集 第 三 着 第 305 页 ) 中 曾 说 
“用 根 导 解 由 次 以 上 的 方程 的 问题 是 不 可 能 解决 的 问题 之 一 , 虽然 
类 于 解法 的 不 可 能 性 什么 事情 也 没有 证 明 ”, 在 第 307 页 他 补充 说 
“出 我 们 的 研讨 可 以 看 出 用 我 们 所 考虑 的 方法 给 出 五 次 方程 的 光 
爹 解法 是 很 值得 怀疑 的 ”. 

在 拉 格 遍 且 的 研究 中 , 他 引进 了 式 子 ， 

Q 十 本 十 830 十 2 了 
式 中 a 6, c,…, 上 是 方程 的 根 ，s 是 1 的 任 一 n 次 根 s， 并 且 确 
定 了 正 基 这 些 式 子 紧密 地 联系 着 用 根 号 解 方程 ， 现 在 我 们 将 这 些 
式 于 叫 做“ 拉 格 庆 日 预 解 式 ” 
时 它 们 的 次 方 等 于 工 的 那些 数 。 候 如 ,1 的 立方 要 是 


(LM lI 
tb 


此 外 ， 拉 格 记 日 觉察 到 方程 的 根 的 排列 理论 比方 程 用 根 号 解 
的 理论 夺 更 大 的 意义 , 他 其 至 表达 出 排列 的 理论 是 “整个 问题 的 真 
正 哲 学 "的 看 法 , 正如 后 来 似 罗 华 的 研究 所 指出 的 那样 ,他 是 完全 
正确 的 . 

拉 格 朗 日 导出 二 次 、 三 次 及 四 次 方程 的 解 并 不 象 意 大 利 人 那 
样 ， 对 每 种 情况 都 有 它 某 种 固有 的 复杂 性 并 且 好 象 是 偶然 地 找到 
的 一 些 变换 ， 相 反 地 他 是 十 分 严格 地 并 且 是 从 一 个 一 般 的 想法 异 
助 于 对 称 多 项 式 的 理论 、 秆 换 的 理论 及 预 解 式 理论 的 统一 的 方法 
导出 的 . - 

例如 , 让 我 们 来 考察 一 下 拉 格 朗 日 对 一 般 四 次 方程 

六 十 Taap 十 mi 十 DZ 十 9 一 0 
的 解法 . 
设 这 个 方程 的 根 是 a, 5, c, 4， 我 们 考虑 预 解 式 

Q@ 十 2 一 5 一 山 

即 G 十 6c 十 629 十 88G， 

式 中 e= -1， 用 1.2.3.4 一 24 种 不 同 的 方法 作出 4, 5, 6 4 的 一 

切 兵 列 ,我 们 就 得 到 六 个 不 同 的 式 子 
a+b—o—d, 
arce—b—d, 
atd-—e—b, 
cta—a—b, 
b+ad—a—o, 
b+o—a—d. 

以 这 六 个 式 子 为 根 的 六 次 方程 的 系数 是 对 4, 5, 6, 4 的 所 有 
24 个 排列 不 变 的 ， 因 为 这 24 个 排列 中 的 任何 一 个 仅仅 只 能 将 这 
些 式 子 重新 排列 一 下 ， 而 所 考虑 的 六 次 方程 的 系数 并 不 依赖 于 它 
的 要 的 先后 次 序 ， 这 样 ， 这 些 系数 就 是 四 5, c, 8 的 对 称 多 项 式 
了 , 由 于 对 称 多 项 式 的 基本 定理 ， 这些 系数 可 以 用 方程 的 系数 mw， 
nn, p, 4 有 整理 地 表示 出 来 . 此 外 因为 (5) 式 是 成 对 地 具有 相反 符 
号 的 , 所 以 这 个 六 次 方程 仅仅 包含 侦 数 次 项 ， 素 实 上 , 如 果 ( 四 式 
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(0) 


用 wm B, Y, - 一 B, -7 来 记 那 末 所 考虑 的 六 次 方程 的 左边 
就 等 于 
-oyta)(y-B) (yA yy—y) (y+7) 
I 
由 直接 的 计算 就 知道 这 个 六 次 方程 是 
Bm — Bn) y+ Bmt — 6mn— 16n+16mp~—649) 
一 (om 一 4 十 18p)3 一 0. 
令 咏 = 就 得 到 上 的 三 次 方程 , 假设 六 坟 , 1” 是 它 的 根 ， 那 末 
atb—e—d=VY, 
at+e—b—d=VD, 
atd—b—om yi, 
此 外 还 有 gibtctd=—m. 
用 二 11, 二 或 1 -二 一 1 或 一 上 1 一 1, 1 践 一 J, 一 i 
二 1 依次 乘 以 上 四 个 方程 然后 逐 项 相 如 就 得 到 
<- 于 (一 mm 十 VPT+TWP+Wt7)， 
bi (mt VF -VP-Vm), 
oi nMT+VP-Vm), 
d= (mn- VT- VP+Vm). 
这 样 一 来 , 思 次 方程 的 解法 就 归结 为 三 次 方程 的 解法 , 类似 地 可 以 
去 解 二 次 及 三 次 方程 . 
拉 格 明日 在 代数 方程 的 理论 方面 的 成 就 很 多 ， 然 而 经 过 他 顽 
强 的 努力 之 后 , 用 根 号 解 高 于 四 次 的 方程 的 问题 仍然 悬而未决 .这 
个 几乎 费 了 三 个 世纪 的 劳动 的 问题 正如 拉 格 朗 日 所 表述 的 一 样 
“ 它 好 象 是 在 向 人 类 的 智 襄 挑战”. 
阿 贝尔 的 发 现 ”在 1824 年 一 个 年 青 的 有 天 才 的 挪威 人 阿 贝 
尔 (1802 一 1829) 的 著作 出 版 时 , 引起 了 所 有 的 数学 家 的 惊奇 , 在 这 
个 著作 中 证 明了 这 样 一 件 事 : 如 果 方 程 的 次 数 nz>5, 并 且 系数 ou 
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aa …, an 看 成 是 字母 , 那 末 任何 一 个 由 这 些 系 数组 成 的 根 式 不 5 
能 是 方程 的 根 . 原来 一 切 国家 的 最 伟大 的 数学 家 三 个 世纪 以 来 用 
根 号 去 解 五 次 或 更 高 次 方程 之 所 以 不 能 获得 成 就 ， 只 因为 这 个 癌 
题 根 本 就 没有 解 . 

对 于 二 次 方程 这 样 的 公式 是 大 家 都 知道 的 ， 对 于 三 次 及 四 次 
方 架 正如 我 们 所 见 到 的 , 也 有 类 似 的 公式 , 然而 对 于 五 次 及 更 高 次 
方程 ,就 没有 任何 这 样 的 公式 存在 、 

呵 贝尔 的 证 明 很 难 , 我 们 将 不 再 在 此 引用 。 

伽 罗 华 理论 ”然而 这 并 不 是 问题 的 全 部 ， 代 数 方程 的 理论 的 
最 美妙 之 处 仍然 留 在 前 面 ， 问 题 在 于 有 多 少 种 特殊 形式 的 方程 能 
够 用 根 导 解 ， 而 这 些 方程 又 恰恰 在 多 方面 的 应 用 中 是 重要 的 ， 例 
如 , 二 项 方程 ?一 委 便 是 这 样 的 方程 。 阿 贝尔 找到 很 广泛 的 另 一 
类 这 样 的 方程 ,就 是 所 谓 的 循环 方程 及 更 一 般 的 “ 阿 贝尔 "方程, 由 
于 用 图 规 直 尺 作 正 多 角形 的 问题 ， 高 斯 详尽 地 考察 了 所 谓 的 分 加 
方程 , 也 就 是 形 如 

Ca eh ee el) 
的 方程 ， 其 中 了 是 素数 ， 证 明了 它们 总 能 归 为 解 一 串 较 低 次 的 方 
程 ， 并 且 他 找到 了 这 种 方程 能 用 二 次 根 号 解 出 的 充分 与 必要 条 件 
《这 个 条 件 的 必要 性 的 证 明 只 是 到 合 罗 华 时 才 有 了 严格 的 基础 ). 

总 之 ,在 阿 贝尔 的 工作 之 后 的 情况 就 是 这 样 : 虽然 阿 贝尔 证 明 
了 高 于 四 次 的 一 般 方程 是 不 能 用 根 号 解 出 ， 但 是 有 多 少 种 不 同类 
型 的 特殊 的 任何 次 方程 仍然 是 可 以 用 根 号 解 出 呢 ? 由 于 这 个 发 现 ， 
关于 用 根 号 解 方程 的 全 部 问题 是 在 新 的 基础 上 提出 来 了 ， 应 该 找 
出 一 切 能 用 根 号 解 出 的 那些 方程 , 换 句 话说 , 就 是 找 出 方程 能 用 根 
号 部 出 的 充分 与 必要 的 条 件 ， 这 个 问题 是 由 天 才 的 法 兰 西数 学 家 
埃 志 里 斯 特 * 伽 罗 华 解决 的 , 而 问题 的 答案 在 某 种 意义 下 给 出 了 全 
部 问题 的 彻底 的 阐明 

伽 罗 华 (1811 一 1832) 在 20 岁 的 时 候 与 人 决斗 而 死 , 在 他 的 生 
命 的 最 后 两 年 中 , 因为 他 热衷 于 1830 年 革命 时 的 狂风 暴雨 式 的 政 
治 生活 ， 由 于 他 反对 路 易 -菲利普 的 反动 制度 的 言论 而 坐牢 等 等 ， 
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他 不 可 能 对 数学 这 一 学 科 花 费 很 多 的 时 间 ， 然 而 伽 罗 华 在 自己 的 
生命 中 却 在 数学 的 一 些 不 同 的 部 门 中 给 出 了 远 远 超过 他 的 时 代 的 
发 明 , 特别 是 给 册 了 代数 方程 论 中 最 著名 的 结果 在 钥 罗 华 死 后 
所 留 下 的 并 由 刘 微 尔 在 1846 年 首次 发 表 的 不 算 长 的 手稿 “关于 方 
程 用 根 号 解 的 条 件 的 记录 ”中 ， 从 很 简单 的 但 是 很 深刻 的 想法 出 
发 , 终于 解 开 了 环绕 著 用 根 号 解 出 方程 的 困难 的 症结 , 而 这 个 困难 
却 是 伟大 的 数学 家 们 所 毫 无 成 效 地 奋斗 过 的 。 人 稳 罗 华 的 成 就 在 于 
他 在 方程 论 中 第 一 次 引进 了 非常 重要 的 新 的 一 般 概 念 ， 这 些 概念 
后 来 在 整个 数学 中 起 著 重 要 的 作用 . 

我 们 现在 就 一 种 情形 来 考察 徊 罗 华 理论 即 考察 系数 cu 
m，…， dm 是 有 理 数 的 m 次 方程 

0 十 "十 G0 十 Gn 一 0， (6) 

这 个 情形 是 特别 有 趣 的 ， 并 且 实 际 上 已 经 包含 了 俐 罗 华 一 般 理论 
的 全 部 困难 ， 此 外 , 我 们 假设 所 考虑 的 方程 的 根 6, 5, c,… 是 不 
同 的 . 

与 拉 格 朗 日 所 考 虞 的 很 类 似 ， 件 罗 华 从 考虑 关于 4, b,c，… 
的 某 种 一 次 式 

太一 44 十 刀 8 十 Oo 十 … 

开始 , 但 他 不 必 假设 这 个 式 子 的 系数 4 五 O, … 是 单位 根 , 而 到 
4,B, 0,… 为 使 得 在 六 中 对 根 4, 5, o, … 作 一切 可 能 的 mi 一 
1.2.3.…% 个 排列 所 得 到 的 921 个 伪 六 ,六 ，V”，…， 广 9， 不 同 
的 某 些 有 理 整 数 , 这 一 点 是 永远 可 以 办 到 的 ， 其 次 , 伽 罗 华 作出 以 
,VV'，V”，…， V9 为 报 的 方程 。 异 助 于 关于 对 称 多 项 式 的 定 
理 , 不 难 证 明 这 个 nt 次 方程 (ew) ~=0 的 系数 是 有 理 数 . 

到 此 为 止 , 都 很 类 似 于 拉 格 朗 日 所 管 经 做 过 的 . 

进一步 伽 罗 华 引进 了 第 一 个 新 的 重要 的 概念 ， 即 在 给 定 的 数 
域 上 不 可 约 多 项 式 的 概念 . 如 果 给 了 2 的 某 一 个 多 项 式 , 它 的 系数 
比方 说 是 有 理 数 ， 那 末 如 果 这 个 多 项 式 能 才 成 更 低 次 多 项 式 的 乘 
积 的 形式 , 这 个 多 项 式 就 岂 做 在 有 还 数 域 上 可 约 , 多 项 式 ”一 二 一 
徊 一 6 在 有 理 数 域 上 便 是 可 约 的 , 因为 它 等 于 (w+2w 十 2) (wm 一 3)， 
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但 是 能 够 证 明 多 项 式 十 3 十 3e 一 5 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

虽然 需要 很 长 的 计算 ， 但 是 将 征 一 有 理 系 数 多 项 式 分 解 成 在 
有 理 数 域 不 可 约 多 项 式 的 乘积 的 方法 是 存在 的 . 

仰 罗 华 假定 我 们 所 得 到 的 多 项 式 (@) 已 经 分 解 成 有 理 数 域 
上 不 可 约 多 项 式 之 腿 积 . 

设 五 (w) 是 这 样 的 不 可 约 因 子 中 任意 给 定 的 一 个 ,并 且 设 它 的 
次 数 是 mm- 

此 时 多 项 式 了 (wm) 就 是 %! 次 多 项 式 B(o) 的 n! 个 一 次 因子 
5 一 也 0 一 一 es 中 的 mr 个 的 季 积 , 假设 这 mn 个 因子 是 
2 一 了 ,wm 一，…, wm 一 了 m9。 将 给 定 的 n 次 方程 (6) 的 根 a, 5， 
… 4 用 数码 1 2,…, 乱 标 出 , 那 末 刺 ， 亚 ，…,， 用 就 由 根 的 号 
码 1, 2, …, 和 的 所 有 可 能 的 ”! 排列 所 引出 ， 而 ,VV 
仅仅 是 它们 中 则 的 加 个 。 号 码 1 2 …, n 的 这 m 个 排列 的 全 体 
G 就 叫做 给 定 的 方程 (6) 的 伽 罗 华 群 ”. 

合 罗 华 还 引进 了 一 些 新 的 概念 , 并且 通过 它们 得 到 了 方程 (6) 
可 用 根 号 解 出 的 充分 与 必要 条 件 是 号 码 二 2 …, n 的 排列 群 
狂 足 某 些 确定 的 条 件 ， 这 些 论证 虽然 简单 , 但 的 确 是 美妙 的 论证 . 

由 此 可 见 拉 格 庆 日 指出 整个 问题 是 久 排 列 理论 为 基础 的 预见 
是 正确 的 . 

特别 地 ， 阿 贝尔 的 关于 一 般 五 次 方程 不 能 用 根 号 解 出 的 定理 
现在 可 以 象 下 面 那样 证 明 ， 能 够 证 明 有 任意 多 个 具 整 系数 的 五 次 
方程 使 得 它 所 对 应 的 120 次 的 方程 区 (%) 是 不 可 约 的 , 这 就 是 说 它 
们 的 伽 罗 华 群 是 导 码 1 2, 3, 4, 5 的 所 有 的 5!~120 个 排列 的 
群 。 但 是 能 证 明 这 个 群 不 满足 你 罗 华 的 判别 条 件 , 所 以 一 般 五 次 
方程 不 能 用 根 号 解 出 . 

例如 , 若是 正 整数 , 能够 证 明 方程 “+z 一 a 一 0 大 部 分 不 能 
用 根 号 解 出 , 例如 当 a 一 3 生 5, 7, 8, 9, 10, 11 … 时 , 它们 不 能 
用 根 号 解 出 ， 

伽 罗 华 理论 对 用 辆 规 直 尺 作 几何 图 形 的 问题 的 应 用 ”下面 是 
关于 佑 多 华 嫩 将 在 第 三 佑 第 二 十 章 $ 5 中 更 详细 地 谈 到 -。 
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徊 罗 华 理论 卓越 的 应 用 之 一 。 很 多 平面 几何 的 问题 能 用 圆规 直 尺 
作 图 解 出 , 而 另外 一 些 就 不 行 ， 例 如 能 用 圆规 直 尺 作 正三 角形 , 正 
方形 , 正 五 角形 , 正六 角形 , 正八 角形 , 正 十 角形 等 等 , 但 是 不 能 作 
正七 角形 , 正 九 角形 , 正 十 一 角形 等 等 ， 那 末 什 么 样 的 问题 能 用 图 
规 及 直 尺 解 出 ,而 什么 样 的 问题 又 不 能 呢 ? 这 是 一 个 在 俩 罗 华 以 前 
没 解决 的 问题 , 而 由 你 罗 华 理论 就 得 到 它 的 下 列 的 解答 . 

两 条 直线 的 方程 ， 一 条 直线 的 方程 与 图 周 的 方程 或 者 两 个 贺 
周 的 方程 的 公共 解 归 结 为 一 次 或 二 次 方程 的 解 。 对 于 直线 与 回 周 
来 说 ， 这 一 点 是 显然 的 ! 而 对 于 两 个 国 半 (一 aa)* 十 (9 一 2 加) 一 7 
及 (2 一 09) 十 (一 59) 一 佐 的 情形 ， 如 果 从 一 个 方 得 减 去 另 一 方 
程 ， 那 末 中 及 久 消 去 了 ， 而 得 到 一 个 一 次 方程, 将 它 与 一 个 圆周 
联合 求解 ,同样 得 到 一 个 二 次 方程 ， 所 以 每 一 个 能 用 四 规 及 直 尺 
退出 的 问题 归结 到 一 次 或 二 次 方程 ， 因 此 整个 问题 就 归结 为 一 个 
未 知 数 的 代数 方程, 而 它 的 解 可 上 店 一 串 乎 方 根 导出 。 反 之 , 如 果 一 
个 几何 问题 归结 为 这 样 的 代数 方程 ， 那 末 它 就 能 用 贺 规 及 直 尺 解 
出 ,因为 大 家 所 熟知 的 ,平方根 是 能 用 圆规 直 尺 作出 来 的 . 

如 果 给 了 任意 一 个 几何 问题 ， 就 需要 作出 它 所 归结 到 的 那个 
代数 方程 。 如 果 这 样 的 代数 方程 不 能 造 出 来 ， 那 末 问 题 不 能 用 加 
规 及 直 尺 解 出 就 是 很 明显 的 事 ， 如 肾 这 样 的 代数 方程 存在 ， 那 末 
就 需要 分 出 与 问题 解答 相关 联 的 不 可 约 因子 ， 并 且 查 明 这 个 不 可 
约 方程 是 否 能 用 平方 根 号 解 出 。 如 仙 罗 华 理论 所 表明 的 ,这 件 事 
成 立 的 充分 与 必要 条 件 是 组 成 方程 的 务 罗 华 群 的 排列 的 个 数 秋 是 
2 的 方 宏 . 

借助 这 个 判别 条 件 , 证 明了 高 斯 所 表达 过 的 下 列 定 理 : 具有 素 
数 p 个 边 的 正 多 角形 可 以 用 较 规 直 尺 作出 的 充分 与 必要 条 件 是 加 
具有 2”+1 的 形式 ， 即 对 Pp 一 3, 5, 17, 257 等 情形 能 够 用 圆规 直 
尺 作出 ， 而 对 P=7, 11, 13, 19, 23, 29, 31 等 等 则 不 可 能 用 固 规 
直 从 作出。 高 斯 仅仅 证 明了 第 一 个 论断 . 

用 同样 的 方法 还 能 证 明 : 用 圆规 及 直 尺 不 能 三 等 分 一 任何 角 : 
不 乱 解 决 立方 倍 积 的 问题 ， 即 出 一 给 定 的 立方 体 的 起 出 发 找 出 昂 
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一 立方 条 的 睦 使 万 找 出 的 立方 体 的 体积 两 倍 于 给 定 的 立方 体 的 体 
积 ; 等 等. 

化 加 为 方 的 不 可 能 性 ， 即 用 圆规 及 直 尺 不 可 能 由 一 给 定 的 图 
的 半径 作出 一 与 此 加 等 面积 的 正方 形 的 边 则 是 另外 证 明 的 ， 就 是 
说 能 够 证 明 这 样 的 正方 形 的 边 不 可 能 用 任何 一 个 代数 方程 与 加 的 
半径 联系 起 来 , 即 如 通常 所 说 的 , 它 对 加 的 半径 是 超越 的 , 因此 更 
谈 不 到 用 半径 的 一 串 平方 根 号 来 老 出 这 件 事 的 证 明 是 困难 的 ， 
并 且 它 椒 是 从 俩 罗 华 理论 导出 的 . 

与 八 罗 华 理论 有 关 的 两 个 基本 问题 “在 作 罗 华 理 沦 中 留 下 了 
两 个 基本 的 进一步 的 问题 ， 虽 然 很 多 杰出 的 数学 家 对 它们 进行 过 
不 倦 的 努力 , 但 是 到 现在 为 止 还 不 能 在 一 般 的 形式 下 解决 . 

第 一 个 问题 就 是 所 谓 的 希 尔 伯 特 - 切 波 塔 需 夫 预 解 式 (不 要 与 
拉 格 朗 日 预 解 式 混同 起 来 ) 问题 ， 它 是 用 根 号 解 方程 的 直接 推广 . 
事实 上 用 根 号 解 出 方程 的 说 法 与 方程 的 解答 可 以 归结 为 解 一 串 二 
项 方程 的 说 法 是 相同 的 , 因为 根 号 尽 与 二 项 方程 下 ~4 的 根 
是 一 回 事 。 很 可 能 的 是 ， 即 令 方程 不 能 归结 为 象 二 项 方程 这 样 简 
单 的 方程 ,但 仍然 能 归结 为 另 一 串 很 简单 的 方程 。 旱 在 十 八 世纪 
末 人 们 已 经 证 明了 一 般 的 五 次 方程 能 够 归结 为 一 帅 二 项 方程 还 外 
加 一 个 形 如 ”十 e 十 4 一 0 的 方程 ， 虽然 它 不 是 二 项 方程 ， 但 它 仅 
有 - :个 参数 4， 也 就 是 说 它 与 二 项 方程 同样 只 有 一 个 参数 . 

后 来 又 证 明了 六 次 方程 不 能 归结 为 一 串 具 有 一 个 参数 的 方 
程 . 这 就 需要 对 于 每 一 次 数 的 方程 来 考 虚 它 能 归结 为 一 串 什 么 样 
的 最 简单 的 方程 , 即 具有 最 少 参数 的 方程 . 

如 果 给 定 的 方程 归结 为 一 串 具 有 确定 形式 的 具有 一 个 参数 的 
方程 ， 那 末 对 每 一 个 这 样 具有 一 个 参数 的 方程 能 够 按照 它 的 参数 
值 算出 它 的 极 的 表 。 于 是 解 出 给 定 方程 就 归结 为 应 用 一 串 这 样 的 
址 





第 二 个 问题 是 伽 罗 华 理论 所 要 求 的 更 深刻 的 问题 ， 铭 罗 华 证 
明 方程 的 解 的 性 质 依赖 于 它 的 群 。 反之 ,是否 每 一 排列 群 一 定 是 
某 -- 方 程 的 伽 罗 华 狼 , 并 且 以 它 为 群 的 一 切 方程 是 怎么 样 的 . 
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关于 第 一 个 问题 , 象 大 家 知道 的 , 即 令 是 象 克 莱 菌 和 希 尔 伯 特 
这 样 杰出 的 数学 家 对 它 作 了 顽强 的 努力 后 ， 也 只 得 到 一 些 个 别 的 
结果 ; 第 一 个 一 般 性 定理 是 著名 的 苏联 代数 学 家 切 波 塔 雷 夫 所 证 
明 的 . 

在 最 近 几 年 ， 苏 联 数 学 家 荡 法 询 维 奇 对 第 二 个 问题 的 所 谓 可 
解 群 的 情形 , 即 小 足 钥 罗 华 判别 条 件 的 情形 , 作 了 肯定 的 回答 . 


$3. 代数 基本 定理 


在 前 一 节 里 ， 我 们 考察 了 曾经 经 历 了 三 个 世纪 的 想 用 根 号 解 
出 mn 次 方程 的 企图 。 问题 的 确 是 很 困难 和 很 深刻 的 ; 而 且 引 导 到 
建立 了 不 仅 是 对 代数 而 且 对 整个 数学 都 很 重要 的 新 的 想法 ， 诗 于 
谈 到 方程 的 实际 解法 ， 那 末 可 以 对 所 有 这 些 巨 大 的 工作 作出 如 下 
的 总 结 ， 已 经 查 明 用 根 号 解 方程 的 方法 对 一 切 代数 方程 来 讲 是 远 
远 不 够 的 ; 并 且 除了 二 次 方程 以 外 , 即 令 是 能 用 根 号 解 的 情形 也 由 
于 它 的 复杂 性 而 对 应 用 来 说 是 很 少 有 用 的 . 

由 于 这 个 原因 ， 数 学 家 对 代数 方程 理论 早 就 桨 手 在 其 他 三 个 
方向 进行 工作 , 即 , 1) 关 于 根 的 存在 的 问题 ; 3) 不 解 出 方程 而 按照 
它 的 系数 去 探索 它 的 根 的 一 些 人 性 质 , 例如 它 是 否 有 实 根 的 问题 , 有 
多 少 个 的 问题 ; 8) 关于 方程 的 很 的 近似 计算 的 问题. 

首先 需要 证 明 的 是 : 每 一 实 系数 或 复 系数 ”次 代数 方程 永远 
至 少 有 一 实 根 或 复 根 2. 

这 个 定理 是 整个 数学 中 最 重要 的 定理 之 一 ， 但 是 很 久 没 有 严 
格 的 证 明 .由 于 它 的 证 明 的 困难 及 具有 基本 性 质 , 通常 叫做 “代数 
基本 定理 ”。 而 就 实质 来 说 ， 证 明 的 方法 的 大 部 分 与 其 说 是 代数 
的 , 不 如 说 是 无 穷 小 分 析 的 . 它 的 第 一 个 证 明 是 达 裔 贝尔 给 出 的 . 
达 朗 贝尔 的 证 明 在 后 来 发 现 有 一 点 是 不 充分 的 ， 这 是 说 达 庆 贝尔 
应 用 了 数学 分 析 中 一 条 其 为 明显 的 一 般 性 引 理 ， 即 在 一 有 限 闭 区 
问 上 定义 的 连续 函数 一 定 在 某 一 点 取 极 小 值 . 这 件 事 是 对 的 ， 但 

区 事 卖 上 ,有 非 代数 的 方 短 存 在 ,例如 o“ 一 0， 它 死 没 有 实 殷 也 没有 复 根 。 
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是 需要 证 明 。 这 个 命题 的 严格 证 明 在 十 八 世纪 移 后 举 期 才 得 到 ， 
即 在 达 朗 贝尔 的 研究 一 百年 以 后 才 得 到 . 

代数 基本 定理 的 第 一 个 严格 证 明 通 常 认 为 是 高 斯 给 出 的 ， 然 
而 在 他 的 证 明 的 某 些 地 方 ， 为 了 完全 严格 所 需要 作出 的 补充 并 不 
少 于 达 妆 贝尔 的 证 明 ， 现 在 已 经 有 了 这 个 定型 的 一 系列 的 不 同 的 
完全 严格 的 证 明 . 

在 本 节 里 我 们 考察 代数 基本 定理 的 基于 达 记 贝尔 引 理 的 证 
明 , 并且 引进 上 面 提 到 的 数学 分 析 上 的 引 理 的 完全 证 明 . 

复数 的 理论 在 考察 代数 其 本 定理 以 前 ， 首 先 必需 回忆 我 们 
在 中 学 里 已 经 学 过 的 复数 理论 ， 引 导 人 们 去 建立 复数 的 困难 已 经 
在 解 二 次 方程 时 首次 过 到 了 . 即 在 二 次 方程 解 的 公式 中 , 平方 根 


号 下 的 数 全 -gq 是 负数 时 应 该 怎么 办 呢 ? 任何 一 个 实数 , 不 管 是 


正 数 还 是 负数 都 不 可 能 是 负数 的 平方 根 ， 因 为 任何 实数 的 平方 是 
正 数 或 零 . 

经 过 了 一 世纪 以 上 的 怀疑 后 ， 数 学 家 们 得 出 了 必须 引进 具有 
下 列 运 算法 则 的 新 型 的 数 的 结论 , 这 种 数 就 是 复数 . 

约定 所 引进 的 新 型 的 数 i~ MV 一 了 使 得 避 ~ 一 1 后 ， 考 察 形 如 
4 十 六 的 数 , 此 处 5 及 是 通常 的 实数 ， 数 < 十 到 叫做 复数 。 两 个 
这 样 的 数 4 十 所 及 ot 当 a~o, 5~9 时 算 作 相 等 。 数 (4 十 6) 十 
(+G)1 算 作 是 这 样 的 两 数 之 和 ， 而 (一 c) 十 (6 一 中 % 是 头 ， 对 十 
乘法 则 将 此 两 数 看 作 是 两 个 二 项 式 相 乘 , 然后 应 用 ~ 一 1， 邮 

(a-Fbi) (e+do) 

act bei taditbdis 
= (gc—bd) + (betad)i. 

如 果 把 a 与 5 认为 是 点 的 直 交 
坐标 ， 而 这 个 点 与 复数 6 十 Bt 相对 
应 ， 那 林 我 们 所 指出 的 复数 的 加 法 
与 减法 对 应 于 自 原 点 到 具有 坐标 
(a, 5)，(e, 外 ) 的 点 的 向 量 (有 向 线 








段 ) 的 加 法 ， 因 为 向 量 的 加 法 是 由 它们 的 对 应 的 坐标 的 加 法 作成 
的 .至 十 上 述 的 乘法 在 这 个 所 谓 的 复数 平面 究竟 具有 什么 样 的 总 
义 ， 如 果 我 们 不 考察 对 应 于 复数 ?一 z 士 的 点 的 简 卡 儿 学 标 2 和 
纪 而 考察 它 的 极 坐标 p 与 9 时 ， 就 比较 容易 看 出 了 ， 即 考察 自 区 
点 到 点 (z, 9) 的 向 量 的 长 (这 个 长 叫做 复数 z=z+ 记 的 模 ) 及 这 个 
向 量 与 Ow 轴 记 成 的 角 gp( 这 个 角 网 做 复数 z=z 十 亡 的 辐 角 )( 寻 
了 .此 时 zpcosgp, y~psing, 因此 复数 本 身 就 写成 
2 十 动 一 pfcosp-Hising) 
如 果 
4 十 大 一 Pt(cos 内 十 和 sin pz)，c 十 咀 一 Pa(cospa 二 isin pa), 
那 末 
ac 一 上 qd 一 pxps(cospioosya 一 singisin pa) 一 plpaoos(yz 十 pa)， 
je 十 ad 一 pxpa(gin yx cos as 十 co8 piain ga) 一 Plpasin (i+ gpa), 
自 此 可 见 ， 当 两 个 复数 相 乘 时 ， 它 们 的 模 ps 及 ps 相 乘 , 而 辐 角 w: 
及 甸 柑 加 、 由 于 除法 是 乘法 的 逆 运 算 , 所 以 对 于 除法 是 一 数 的 模 
去 除 另 一 数 , 而 辐 角 相 减 、 即 
Pa(eoa 由 十 iaingapa(oosps 十 isin ps) 
= pipa[cos (prt+ qa) 十 ;sin (pz 十 pe)] 


plcosptiaing,) ps 3 i es 
六 nlm FE ey ps Loalps pa) 十 iain(yz 一 9a)]. 


因此 对 于 正 整 数 次 的 wn 次 等 , 它 的 模 就 是 原来 的 模 的 n 次 备 , 而 辐 
角 是 原来 辐 角 的 % 售 ， 
[plcosp tiging)]"~ (cong +i sin rp). 
反之 对 于 开 方 则 有 
Vploop tia) ~ Yb (eon 2 +isins). 
然而 开 方 毕竟 发 生 了 一 种 特殊 情况 、 设 半 是 正 整 指数 , 则 
~Vplcosptiaing) 


和 Sen2 tm 中) 
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因为 这 个 数 的 mn 次 方 给 出 了 被 开 方 的 数 . 
但 是 这 仅仅 是 根 的 一 个 值 . 问题 在 丁 复数 


Vp [eo (+2) +éein (2+2e)] 


也 基数 Pleoagp+ising) 
的 nm 次 根 , 式 中 是 1,2,…, n 一 1 中 的 任 一 数 .事实 上 , 按照 隧 
方 规则 将 这 样 的 数 作 m 次 方 时 得 到 数 


(Vp)" [cen( 2+ BE) +tisinn(9 +2)] 


n 
一 p[eos(p 十 2For) +tsin(p 十 2kor)]， 

并 且 在 余弦 和 正弦 的 符号 下 的 2hx 这 一 顶 可 以 不 写 ， 因 为 它 使 正 
弦 及 余 区 都 不 变 . 这 样 , 这 个 数 的 n 次 器 是 数 

plcospt+ising), 
即 这 个 数 是 必 p(cosg 十 Vsiny)， 
容易 看 出 除了 这 ”个 数 ( 当 一 0 二 2 …, % 一 1) 以 外 ,其 他 任何 
复数 不 再 是 

plcosp+ising) 
的 m 次 根 ， 几何 地 求 n 次 根 表 述 如 下 . 与 数 p(cosg 十 ising) 的 
必 “ 的 值 对 应 的 复 平面 上 的 点 是 一 正 ” 角 形 的 顶点 ， 这 些 顶 点 在 
以 原点 为 心 以 必 P 为 半径 的 圆 上 , 而 这 个 角形 的 顶点 之 一 有 辐 
角 下 (图 2)， 

我 们 给 出 下 面 的 注意 . 若 
f (0) 一 ao 十 cz 十 … 十 oo-12 十 on 
是 具有 实 或 复 系数 01, cs, …, cm 的 = 的 多 项 式 ， 并 证 “连续 地 变 
动 , 即 点 z 一 z 十 芭 在 复 平 面 上 连续 地 移动 ， 此 时 复数 点 名 一 是 二 
纪 一 f(z) 在 复 平 面 上 也 连续 地 移动 。 这 件 事由 下 面 的 论证 就 看 
得 出 是 很 明显 的 : 如 果 以 z 一 4 十 亡 ，ct 一 cz 十 Di 09 一 Qa 十 bah， …， 
cs 一 qm 十 bni 代入 外 (2) 并 且 进 行 计 算 , 那 末 就 得 到 
f@O—X+i, 
此 处 三 ~ Po y, Y=Q(%, Y) 
205» 








是 zw 及 gy 的 实 系 数 多 项 式 ,而 系数 是 由 a 及 bb 表 出 的 ,对 于 连续 
的 变量 < 与 g, 这 些 多 项 式 也 连续 地 变动 

我 们 还 指出 因为 模 p 一 1 (四 | 等 于 V 了 ?十 也 ， 所 以 当 点 5 
在 复 平 面 上 连续 地 移动 时 , 模 | (z) | 也 连续 地 变动 , 换 名 话说 , 如 
果 点 z 充分 地 接近 点 m 那 末 差 |f() | 一 | (e) | 的 绝对 值 可 以 小 
于 任何 预先 给 定 的 正 数 . 

我 们 还 指出 若 二 个 复数 的 和 的 模 永 远 小 于 或 等 于 这 些 数 的 模 
的 和 ,这 等 价 于 折线 04BODE 的 封闭 直线 线 眉 0D( 图 3) 短 于 该 
折线 ， 并 且 当 且 仅 当 折 线 的 所 有 线段 在 一 条 直线 上 上 且 沿 同 一 方 癌 
延伸 时 相等 . 

最 后 , 我 们 记 出 “复数 等 于 零 或 " 它 的 模 等 于 零 "是 同 义 的 , 因 
为 复数 的 模 P 是 对 应 的 点 到 从 点 的 距离. 

我 们 现在 应 用 复数 的 理论 去 证 明代 数 基 本 定理 ， 然 而 复数 理 
论 的 意义 远 远 超过 代数 的 范围 。 象 在 代数 学 里 一 样 ， 在 数学 的 很 
多 其 他 部 门 里 没有 它 是 不 行 的 。 在 很 多 应 用 中 ,例如 在 交流 电 的 
理论 中 ， 一 系列 的 问题 是 借助 于 复数 得 到 最 简单 的 解决 ， 但 是 复 
数 运 用 记 抽 个 实 变数 的 某 些 特殊 的 函数 即 所 谓 调 和 函数 的 理论 | 
去 二 景 重要 的 ， 这 件 事 实际 上 就 是 复 变 阔 数 坦 论 ， 借助 于 这 些 澡 
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数 解 决 了 飞 宙 飞 行 理论 , 热 运动 理论 , 电场 理 沦 的 重要 问题 及 弹性 
理论 的 某 些 问 题 ， 关 于 飞机 机 要 升力 的 著名 定理 是 由 近代 空气 动 
力学 的 创始 人 茹 可 夫 斯 基 借 助 于 复 变 函数 沦 的 研究 而 得 到 的 >. 

现在 转 到 代数 基本 定理 的 证 明 上 来 . 

定理 ”以 任意 给 定 的 实数 或 复数 

Go, Gi, Um-1s Un 
为 系数 的 多 项 式 
(2) ~aof ta + + Gn-12+ ce, 
至 少 有 一 实数 根 或 复数 根 . 

我 们 将 假定 给 定 的 多 项 式 是 wm 次 的 , 即 ao 天 0. 

多 项 式 的 模 的 曲面 ”我 们 几何 地 考察 全 部 问题 ， 在 每 一 个 复 
数 点 2 上 安置 立 坐 栋 ( 垂 线 ) 它 的 长 等 于 多 项 式 jg) 在 这 一 点 
的 模 |7(z) |. 这些 立 治标 的 端点 形成 某 一 曲面 如 ,我 们 把 它 叫 
做 多 项 式 f(z) 的 模 的 曲面 ， 我 们 发 现 这 个 曲面 有 下 列 性 质 : 1) 光 
论 在 什么 地 方 , 它 不 会 降 到 复 平 面 下 面 , 这 是 因为 任何 复数 [目前 
情况 是 数 ,jz)] 的 模 是 非 负 的 ; 2) 对 于 复 平面 的 任何 一 点 2% 这 个 
曲面 上 有 一 点 且 仅 有 一 点 位 于 这 个 点 的 上 面 或 者 就 是 这 个 点 本 
身 ; 即 曲 面 & 在 整个 复 平面 上 是 由 一 叶 构成 的 ， 并 且 可 能 某 些 点 
与 此 平 而 接 鬼 ; 3) 这 个 曲面 在 下 述 意 义 下 连续 ， 当 点 = 的 位 置 在 
复 平 面 上 连续 变动 时 , 这 个 曲 窗 的 点 的 立 坐 标 t= |7(z) | 连续 地 变 
动 (这 一 点 在 部 一 段 已 经 证 明 ). 

代数 基本 定理 的 要 求 就 是 证 明 曲 面 牙 至 少 在 一 点 接触 到 复 
平面 , 而 不 是 处 处 都 是 在 复 平面 上 面 的 某 一 高 度 经 过 . 

离 原 点 渐 远 多 项 式 的 模 的 递增 我 们 要 证 明 无 论 给 出 一 个 多 
么 大 的 数 @ 总 能 找 出 一 个 五 使 得 与 位 于 以 原点 为 图 心 以 召 为 半 
径 的 加 外 的 点 “ 对 应 的 曲面 寻 上 的 点 的 立 坐 标 ;大 于 G， 

事实 上 , 将 多 项 式 fj (z) 写成 


az[+( 全 + 


了 参 梧 第 一 卷 第 九 章 - 
*397 








的 形式 ，( -十 as 











伟 |+| 浆 he +| ti 这 个 和 的 每 


一 项 就 减 小 , 因此 这 个 和 也 就 减 小 ， 所 以 对 十 模 大 于 某 一 数 情 的 
一 切 * 来 滴 , 这 个 括号 的 神 就 小 于 二 . 

但 是 对 于 一 切 使 得 括号 GO 一 [十 (2 二 + 的 
模 大 于 1/2 的 :来 说 , 第 一 个 因子 coz 的 模 |ao| - |zl* 随 着 * 的 局 
的 增 大 而 可 以 任意 增 大 ， 所 以 无 论 给 出 一 个 多 么 大 的 数 @ 总 存 
在 一 个 正 数 了 使 得 对 于 模 大 于 吾 的 一 切 = 来 说 ，|7G|= ll ， 
|al"19| 大 子 G 

曲面 闲 的 极 小 值 的 存在 ”如 果 上 曲面 开 上 与 复 平面 上 的 点 a 
对 点 的 点 的 立 坐 标的 值 小 于 或 等 于 点 “的 某 个 邻 域 内 一 切 点 ( 即 
以 为 心 的 很 小 的 圆 内 的 所 有 点 ) 所 对 旋 的 值 ,我 们 就 说 内 曾 让 
在 复 平面 的 点 上 处 有 极 小 值 。 

设 与 复 平面 的 原点 ( 即 z=0 这 一 点 ) 对 应 的 曲面 1 上 的 点 的 
立 华 标 是 g, 即 |f(0) | 一 g， 我 们 到 >g， 曲面 好 的 一 切 点 的 立 
坐标 是 非 负 的 ， 且 当 复 平 厨 的 :连续 移动 时 {也 连续 地 变动. 
又 有 一 至 使 肌 面 1 在 以 及 为 半 色 以 原点 为 心 的 加 外 有 立 举 标 
1>Q, 而 在 图 心 处 有 立 坐标 1-g<G， 达 角 贝 尔 认为 这 一 事实 包 
含有 下 列 的 显然 推论 ， 即 在 这 个 回 内 总 有 一 点 使 得 在 它 那里 的 立 
坐标 最 小 ,确切 地 说 , 在 它 那 里 的 曲面 if 上 的 点 的 立 坐标 上 小 于 
或 等 于 加 内 其 他 一 切 点 的 立 坐 标 , 即 曲 面 XL 至 少 有 一 极 小 值 . 





人 区 by . 这 个 极 小 值 的 存在 的 严格 
[i 一 一 一 证 明基 于 下 列 的 关于 实数 集 的 
图 和 连续 性 公理 . 


如 果 给 定 两 个 实数 串 : ai<a< ae<… 及 zi>Z>>…>> 加 > 使 
得 对 一 切 # 都 有 pe> am, 且 当 ”> 时 bn 一 aw->0， 那 末 有 县 仅 有 一 个 实数 
c 存在 使 得 对 一 切 » 都 有 an<c<b。 
连续 性 所 揭示 的 几 向 性 质 是 : 如 果 在 直线 上 给 定 一 个 线段 囊 [aw， bo] (图 
人 使 得 每 一 后 面 的 线段 包含 在 前 面 的 量 面 , 并 量 线 段 的 长 可 变 到 任意 小 , 如 
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来 有 一 点 “ 存在 使 得 它 属于 这 个 线 疏 串 的 一 切线 肥 内 ， 换 名 话说， 线 映 “ 履 
缩 "到 某 一 点 , 而 不 是 “收缩 "到 “空地 ”. 

由 于 线 届 [a, Bw] 之 长 当 增加 时 趋 近 于 零 ， 这样 的 点 只 有 一 个 。 从 这 
个 关于 实数 集 ( 即 数 轴 上 一 切 点 的 集 ) 的 连 扇 性 质 出 发 立刻 得 到 关于 复数 ( 即 
平面 上 的 点 ) 的 连续 性 质 ， 我 们 给 出 这 个 性 质 的 几何 说 法 . 

和 如果 在 平面 给 一 串 边 与 坐标 秽 平 行 的 长 方形 举 和 ,4 …， 4 它们 
中 间 每 一 个 后 面 共 都 包含 在 前 面 的 星 隔 ， 并 且 它 们 的 对 角 线 无 限 地 威 小， 
宋 有 且 仅 有 一 点 是 属于 这 串 长 方形 中 的 每 一 个 ， 这 个 平面 的 连续 性 质 由 尖 
于 直线 的 连续 性 质 直接 得 出 ， 为 了 证 田 它 , 只 须 将 长 方形 投射 到 坐标 轴 上 就 
够 了 。 

现在 容 罗 建立 所 亩 的 沈 尔 察 诺 - 戏 尔 斯 特 拉 斯 定理 

如 果 在 某 一 长 方形 里 给 出 了 无 限 的 点 串 一 #3,…， sm,*…， 那 末 在 长 方 
形 的 里 面 或 这 界 上 有 点 和 存在 使 得 在 它 的 任何 一 个 令 域 ( 即 以 心 的 任 
意 充分 小 的 圆 ) 里 有 点 囊 mi mm，…， 4 … 中 的 无 穷 多 个 点 。 

为 了 证 明 这 个 定理 , 我们 用 省 表示 给 定 的 长 方形 ,用 平行 于 坐标 故 的 贞 
线 将 它 分 为 四 个 相等 的 部 分 , 在 这 四 部 分 中 至 少 有 一 部 分 包含 给 定 的 点 串 中 
的 无 穷 多 个 点 ， 用 由 记 这 一 部 分 。 将 屿 再 分 为 四 个 相等 的 部 分 ， 并 且 取 其 
中 含有 绽 定 点 串 中 无 穷 多 个 点 的 那 一 各 分 为 如 等 等 . 

我 们 得 到 了 对 角 线 无 限 地 碱 小 的 一 个 长 方形 涉 , 并 所 它们 是 一 个 宰 一 个 
的 .按照 连 线 性 质 有 一 点 m 属于 一 切 作出 的 长 方形 ， 它 就 是 所 要 求 的 ， 事 
实 上 ,无论 取 和 和 的 怎样 小 的 邻 城 , 长 方形 刘 护 , 4b，…，4,，… 必 从 某 一 个 开 
始 整 个 地 在 这 个 邻 城 里 面 , 这 仅仅 只 要 对 角 线 小 于 邹 域 的 半径 就 够 了 ， 而 每 
一 长 方形 都 命 有 点 只 石 , 开 ，…,，s»，*… 中 的 无 为 多 个 点 ， 这 样 波 尔 察 诺 - 网 
尔 斯 特 拉 斯 定理 就 被 证 明了 . 

现在 容易 证 明 关于 多 项 式 的 模 17(2) | 的 极 小 值 的 定理 ， 同 前 面 一 样 ， 没 
if(0)1~g; G 是 菜 一 大 于 9 的 数 ; 五 是 使 得 当 [se] > 互 时 ,|7te)1>G 的 数 . 

车 g=0, 即 了 (0) =0, 那 末 多 项 式 的 模 |f《s) | 在 点 0 处 有 极 小 值 , 这 是 
因为 在 ~- 切 点 上 痢 >0. 

车 g>0, 旦 对 一 切 点 sa 都 有 [f(s)|>g, 那 未 |fCe)| 也 在 点 0 有 家 小 信 ， 
设 9>0 且 存在 点 ， 使 f(s)1<gs 此 时 在 数列 


2 a a 
0, 8, ,yg C0) 





中 ,有 一 最 大 的 cn= 如 使 一 切 的 |f(e)1>cn, 而 对 于 列 《*) 中 的 后 一 数 


四 


二 上 g， 就 冯 少 有 一 点 二 使 /Ceo) |< 








299 。 


我 们 使 n 无 限 地 增 大 ， 对 于 一 切 s 都 有 |e|<B 西 为 如 果 jss|> 忆 , 
那 末 Lo) ] 就 大 于 G, 因而 大 于 9. 

这 样 一 来 ,一 切 点 s 都 在 以 坐标 原点 为 心 而 边 长 为 33 的 长 方形 内 .很 
可 能 这 些 点 的 甘 些 个 有 相互 重合 的 现象 . 

按照 波 尔 察 诺 -让 尔 斯 特 拉 斯 定理 有 点 m 存在 ， 策 得 在 它 的 任何 一 个 邻 
域 里 有 点 号 和，…， 4。，… 中 的 无 穷 多 个 点 ， 

我 们 天 确定 恰恰 在 点 处 |f(s)1 有 极 小 值 . 

事实 上 , 设 = 是 任 一 点 。 此 时 

ID1>e= 以 -~- 且 > 11- 各 


GIF OF) — fe) DD ~ 

这 个 不 等 式 对 任何 n 都 是 成 立 的 , 如果 取 一 ”使 得 mm 充分 地 接近 于 m， 那 末 
由 |7(e? | 的 连续 性 得 出 /Cro)1- 17(eo) | 的 绝对 信 与 呈 一 样 可 以 任意 地 
小 

员 此 IfCe)1> ifCe)1, 即 fa 1 在 点 @ 处 达到 了 极 小 值 。 

达 朗 贝尔 引 理 ”由 于 曲面 i 的 一 切 点 的 立 坐标 + 是 非 负 的 ， 
那 末 多 项 式 f(z) 的 根 ( 即 使 得 了 (2)， 因 而 也 使 它 的 模 /2) | 等 二 
办 的 复 平面 的 点 攻 亚 然 对 应 于 模 曲 面 履 的 一 个 宜 小 值 ， 然 而 如 
达 朗 贝尔 所 证 明 的 ， 反 过 来 也 是 正确 的 , 即 曲面 NL 的 每 一 极 小 信 
都 接触 到 复 平面 ， 即 在 极 小 值 处 有 多 项 式 f(z) 的 根 ， 换 句 话说， 
曲面 用 没有 一 个 极 小 值 是 正 的 而 不 是 零 ， 这 出 所 亩 达 朗 贝尔 引 
理 推出 : 


证 我 们 考虑 多 项 式 
(ae+ 队 一 ao(a 十 癌 "十 axz(a 十 有 十 … 十 an-i(z 十 四 十 am 
并 且 将 这 一 具有 了 两 个 文字 及 六 的 多 项 式 按 丰 的 升 寡 排列 ， 在 这 
个 多 项 式 中 不 含 % 的 项 
oo ta tte Tan ia t+ on =f (0) 0, 
这 是 因为 我 们 假设 (a) 0. 又 由 于 我 们 假设 co**0, 因此 有 含 如 
的 项 or 至 于 具有 上 的 中 间 方 备 的 那些 项 可 能 一 部 分 或 全 部 不 
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出 现 。 设 在 这 种 写法 中 所 出 现 的 天 前 最 低 次 释 是 说 次 的 , 此 处 
1<m<<n， 寺 是 这 个 写法 具有 形式 
flath)=f (0) +Ahr+ Bh"tit Ch t+. + aon. 
将 它 写成 
flath) f(a) +Ah" 
+4ir (3 ht 导 属 ++ 加 各 -")， 


式 中 4*0, 而 也 1 

经 过 这 些 准 备 以 后 ， 达 并 贝尔 引 理 
的 证 明 籽 略 地 说 来 是 这 样 进行 的 。 取 色 
是 一 个 使 向 量 4hm 的 长 小 于 向 量 f(a) 
的 长 而 模 充分 小 的 复数 ; 并 且 它 具有 使 
向量 4 加 的 方向 与 向 量 f(a) 的 方向 相 
反 的 辆 角 ， 此 时 向 量 f(@) 十 4 如 就 比 向 
量 f(a) 短 .但 是 对 模 充 分 小 的 一 切 太 来 图 5 
说 ， 括 号 ( 卫 十 台 如 十 … 十 骂 rr) 的 模 可 以 任意 小 , 比方 说 小 
于 二 于 是 向 量 4- 4jr( 卫 A++ 全) 的 长 就 比 
4 加 的 长 要 短 ， 所 以 象 在 图 5 中 所 看 见 的 那样 ,哪怕 是 向 量 4 恰 
恰 与 向 量 4hm 有 相反 的 方向 , 向量 f 了 (a+ 加 一 (@) 十 4in+4 同 样 
是 比 向 量 .fa) 短 . 

这 个 证 明 的 详细 情形 如 下 所 述 : 

1 因为 对 应 于 复数 的 乘法 是 因子 的 辐 角 相 加 , 故 刀 的 辐 角 必 
须 满足 等 式 : 

arg A+m"argh~=argf (a) +180°, 

而 sng h— Bf (0) 一 arg4+180"， 


m 





2. 括 号 ( 卫 + 生 委 十 … 十 本 入) 的 模 不 大 于 它 的 名 项 的 
-全 | 并 且 当天 的 模 任意 


-3nl 


梧 的 和 工 = | 于 如 + le 





十 … 十 








减 小 时 , 这 个 和 的 每 一 项 可 以 任意 减少 , 因而 这 个 和 也 可 以 任意 减 
少 . 所 以 如 果 因 是 有 上 述 
辐 角 的 复数 ， 而 加 是 使 
得 模 小 于 加 的 一 切 有 都 
满足 条 件 14h"|<if le ! 
及 T<1 的 数 , 那 末 对 于 
一 切 具有 这 个 辆 角 而 模 小 
于 加 的 及 都 有 |f (e+ 及 | 
三 |f(@) 1， 这 就 证 明了 达 
朗 贝 尔 引 理 

由 达 朗 贝尔 引 理 直 接 
得 出 多 项 式 ,F 2) 的 模 的 曲 
面 2 的 每 一 极 小 值 给 出 
它 的 多 项 式 的 根 。 事实 上 , 如 果 在 点 a 处 有 7 (ae) 0,， 那 末 由 达 朗 
贝尔 引 理 在 与 它 任意 接近 之 处 有 点 x+ 天 使 |7(a+ 内 | 下 (w 1， 
即 不 存在 以 点 “为 心 的 加 使 在 它 内 部 的 一 切 点 上 ，7 (z) 的 模 都 不 
小 于 fe) 的 模 , 所 以 了 (2) 的 模 不 可 能 在 点 < 处 取 极 小 值 , 这 样 高 
等 代数 的 基本 定理 就 被 证 明了 . 

模 曲 面 M 的 一 般 形 式 ”多 项 式 7(2) 的 模 曲 面 了 L 位 于 复 平面 
?之 上 , 它 具 有 图 6 所 指出 的 形式 , 能 够 证 明 曲 面 在 较 高 的 # 处 与 
由 nn 阶 抛物 线 i=|aolw" 绕 04 轴 所 得 的 曲面 很 少 不 同 。 但 对 于 小 
的 上 来 说 ， 曲 面 M 有 极 小 值 ， 极 小 值 的 个 数 等 于 方程 J (2) ~0 的 
不 间 的 根 数 ， 由 面 履 由 所 有 这 些 极 小 值 在 复 平 面 * 上 支 起 来 , 





8 4， 多 项 式 的 根 在 复 平面 上 的 分 布 的 研究 


对 于 实用 很 重要 的 一 系列 问题 是 与 这 样 的 问题 有 关联 的 ， 即 
不 解 出 方程 而 得 到 关于 它 的 覃 在 复 平面 上 的 分 布 的 这 些 或 那些 知 
识 , 第 一 个 这 样 的 问题 是 关于 确定 方程 的 实数 根 的 个 数 的 问题 , 就 
是 说 , 如 有 果 给 了 一 个 实 系数 方程 , 那 末 不 解 出 它 而 按照 与 它 的 系数 
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光 关 的 某 囊 判别 条 件 来 指出 它 是 否 有 实数 根 , 如 果 有 , 有 多 少 ; 或 
考 有 多 少 正 根 和 有 多 少 负 根 ; 或 者 它 在 给 定 的 界 a 及 5 之 间 有 多 
少 个 实数 根 . 

多 项 式 的 导数 ”多 项 式 的 导数 在 本 段 中 担负 着 主要 的 作用 . 
什么 是 给 定 的 函数 的 导数 已 在 第 二 章 中 阿 明 ， 

如 大 家 所 知 ， 多 项 式 coz" 十 az 十 … 十 oa- 区 十 cs 的 导数 等 
于 多 项 式 naeze (n 一 Da 十 十 ae- 

在 第 二 章 中 仅仅 考虑 过 实 变数 函数 的 导数 的 概念 ， 在 代数 里 
必须 认为 变数 取 任 意 复 数值 并 且 引 入 复 系数 多 项 式 加 以 光 
上 由. 

然而 导数 的 定义 仍然 可 以 保留 以 前 的 定义 而 认为 是 函数 的 增 
项 与 自 变数 增 量 之 比 的 极限 ， 复 系数 多 项 式 导 数 计算 的 公式 及 并 
本 的 微分 法 则 (和 、 乘 积 与 方 蹇 的 微 商 ) 仍然 如 前 3. 

多 项 式 的 单 根 和 重 根 在 这 一 章 的 $2 里 曾经 断定 如 果 数 4 
是 多 项 式 7(z) 的 根 , 那 末 f(z) 能 被 一 < 整除 , 如果 f(z) 不 能 被 
(2 一 0)， 熙 除 ， 那 末 数 4 就 叫做 多 项 式 f(z) 的 单 根 , 一 般 地 ， 如 某 
风 项 式 J(z) 能 被 (一 o) 整 除 而 不 能 被 (5 一 o) 呈 :四 除 ， 那 末 数 < 
叫做 天 重 根 . 

% 重 根 & 常常 看 作 是 天 个 相等 的 根 。 这 种 看 法 的 理由 是 在 
了 (zw) 分 解 为 一 次 因子 的 式 子 中 ， 因 子 (z 一 2)* 是 个 相同 的 因子 
人 z 一 o@) 的 滋 积 。 

如 杂 约 定 每 一 个 根 所 算 的 次 数 就 是 它 的 重 数 ， 那 末 由 于 每 一 
个 n 次 多 项 式 分 解 为 nn 个 一 次 因子 的 乘积 ， 多 项 式 的 根 数 就 等 本 

下 列 的 定理 是 正确 的 : 

1. 多 项 式 的 单 根 不 是 它 的 导数 的 根 . 

2. 多 项 式 的 重 根 是 它 的 导数 的 根 而 重 数 少 一 。 

事实 上 , 设 f(z) 一 2 一 6) 中 :(z). 并 且 态 (四 ) 不 梓 了 一 < 整除， 
即 廊 (@ 基 0， 则 
要 看 第 二 着 率 包间。 

am。 


fo) bls -of 0) + Ce— f(s) 
~ 0-8/2) + (oe— of)] 
= (0—a) "1F (a). 

多 项 式 Fe) 一 kx(z) 十 (2 一 0)f:(z) 不 能 被 2 一 <。 整除， 这 是 
因为 F(a) 一 &f1(2) #*0。 

因此 当 %=1 时 六 (w) 不 能 被 o。 一 4 整除， 而 当 4>1 时 , f(z) 
能 被 (z 一 a)*! 整除 ， 但 不 能 被 (w 一 a)* 整除 ， 于 是 这 两 个 定理 获 

罗 尔 定理 及 它 的 某 些 推论 ”由 习 知 的 罗 尔 定理 ? 知 如 果实 数 
<“ 与 是 实 系 数 多 项 式 的 根 , 那 末 在 4 与 之 间 有 一 实数 ¢ 存在 ， 
而 它 是 导数 的 根 ， 

由 罗 尔 定理 产生 下 列 有 趣 的 推论 . 

1， 如 果 多 项 式 f (2) 一 com 二 ax 十 … 十 co-iz 十 an 的 一 切 
根 都 是 实 的 , 那 末 它 的 导数 的 一 切 根 也 是 实 的 , 在 (2) 的 祖 邻 两 
根 之 间 有 f(z) 的 一 个 根 并 且 是 一 个 单 根 ， 事 实 上 , 设 “<ws<<… 
<m 是 了 (2) 的 根 , 它们 分 济 具有 午 数 ma, ma …， my， 显然 Tu 十 
meat Th 

此 时 按照 关于 重 根 的 定理 ， 导 数 产 (c) 有 根 mn, wo,，…, my, 其 
重 数 分 别 是 mz 一 1 ma 一 上 …， ?mu 一 又 由 罗 尔 定理 还 至 少 有 根 
go 9- 分 别 在 /ao) 的 相 邻 两 根 的 区 间 (ca oo)， (za, ce) 
(za-1 mm) 里 ， 这样 jc) 的 实 根 的 个 数 (考虑 到 重 数 ) 至 少 等 
于 (ma 一 也 十 (ma 一 切 十 … 十 (pm 一 了 十 有 一 I 一 # 一 1 但 广 (2) 是 
% 一 工 次 多 项 式 ， 所 以 有 %~ 工 个 根 (考虑 到 重 数 )， 因 此 矿 (e) 的 一 
切 极 都 是 实 的 , 94, Ys,，*…, -1 是 单 根 , 并且 除了 mb 24，…， ws 及 
so 9 以 外 , f(z) 没有 其 他 的 根 . 

2. 如 果 多 项 式 f(w) 的 一 切 根 都 是 实 的 ,并且 其 中 有 %p 个 ( 考 
虑 到 重 数 ) 是 正 的 , 那 末 f'(z) 有 Z2 个 或 p 一 1 个 正 根 ， 

事实 上 , 设 mm<ms<…<ms 是 多 项 式 f(z) 的 一 切 正 根 , 他 们 
分 别 具 有 重 数 mi ma …, my, 则 ma 十 Tia 十 … 十 mx 一 2 导数 

巧 这 个 定理 是 中 值 定 尝 的 最 简单 的 情形 , 已 经 在 第 二 章 第 188 页 该 到 它 , 
304. 


了 (2) 将 有 下 列 正 根 : zu za,…, zs 分 别 上 共有 重 数 ma 一 1 ms 一 1，…， 
Tea 一 二 角 , Yo，…， Yt 分 别 是 位 于 区 间 (@1, 23)，…， 《zw-1, zw) 内 
的 单 根 , 很 可 能 还 有 一 个 单 根 ‰ 位 于 区 间 (so，wz) 之 内 , 此 处 zo 是 
J (z) 的 最 大 的 非 正 根 ， 因 此 了 (zw) 的 正 根 数 等 于 (ma 一 1) 十 … 十 
(mw 一 了 十 b 一 1 一 p 一 或 (ma 一 了 十 :十 (mm 一 了 十 (% 一 十 [= 
2， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

第 卡 儿 符 号 定 则 ” 笛 卡 儿 在 16837 年 发 表 的 著名 的 < 几何 学 > 
一 书 中 第 一 次 阐述 了 解析 几何 ， 同 时 顺便 给 出 了 第 一 个 著名 的 代 
数 定理 , 这 就 是 关于 多 项 式 的 根 在 复 平 面 上 的 分 布 理 论 的 “ 笛 卡 儿 
符号 定 则 ”, 它 可 以 表述 如 下 ， 

记 果 方程 的 系数 是 实数 并 且 知 道 它 的 一 切 根 者 是 实 的 ， 本 水 





首 交 我 们 解释 方 各 的 系数 序列 的 变 号 数 , 为 了 得 到 这 个 数 ,将 
方程 的 一 切 系数 按 未 知 数 的 降 罕 顺序 写 下 ,其 中 包括 a* 的 系数 及 
常数 项 ,但 去 挤 一 切 等 于 零 的 系数 。 再 考察 所 得 到 的 序列 的 一 切 
相 邻 的 数 的 数 对 ,如果 在 这 样 的 数 对 中 ,次 数 的 符号 不 同 , 那 末 就 
叫做 一 个 变 号 ,例如 , 如 果 给 了 方程 

w+ — 5 — BrTr+2 0, 
那 末 它 的 系数 的 序列 
和 二 = 电台 
将 两 个 变 号 ， 

现在 我 们 来 证 明定 理 的 第 一 部 分 2 、 

不 失 其 一 般 性 可 以 认为 多 项 式 jz) 一 auz* 十 … 十 as 首 系数 cs 
是 正 的 

我 们 首先 断定 , 如 果 (=) 仅 有 实 根 , 并 且 有 2 个 (计算 重 数 ) 
是 正 的 , 那 末 ( 一 ?是 f(z) 的 最 后 一 个 不 等 于 零 的 系数 的 符号 

事实 上 , 设 

1) 可 以 给 出 不 依赖 于 导数 的 另外 的 直接 证 明 , 但 是 证 时 稍 长 一 点 。 


f= a0 + ta 
= 0 Fo zs— 2) (0— Lo1) "(2— Lox), 

式 中 心 …, zo 是 了 (2) 的 正 根 , zp+1,，…， zm-x 是 (4) 的 负 根 ; 而 
每 一 个 根 所 算 的 次 数 就 是 它 的 重 数 ， 此 时 4 一 00( 一 1)fw1… 
(一 (一 因 - 归 ， 面 由 于 co 91, 8 一 p41 
大正 数 , a 的 符号 是 (一 1)??. 

今后 的 证 明 是 应 用 数学 归纳 法 , 

对 于 一 次 多 项 式 定理 是 显然 的 , 事实 上 , 一 次 多 项 式 coz 十 aa 
有 唯一 的 根 它 仅 在 ce 与 ax 有 相反 符号 的 情形 才 是 正 
数 ， 

现在 假设 定理 对 实 系 数 的 一 切 n 一 1 次 多 项 式 已 经 证 明 , 在 这 
个 假设 下 ,我 们 对 ”次 多 项 式 7j(z) 一 aoz" 十 … 十 mm-:2 十 om 米 证 明 
它 . 

1. 一 0 考虑 多 项 式 户 (a) aor 十 … 十 an-1, 多 项 式 了 (2) 
与 及 (2) 的 正 根基 福 同 的 ， 而 它们 的 系数 序 郊 的 变 号 数 也 是 相 问 
的 ， 对 于 多 项 式 f(z), 第 卡 儿 法 则 是 正确 的 ， 因 此 对 于 多 项 式 
了 (2)， 它 也 是 正确 的 。 

2 an#*0， 我 们 来 考虑 导数 万 (a) 一 naoe t+(n 一 1)ae"， 
+ Tan 

显然 当 ao 与 导数 的 最 后 一 个 不 等 于 零 的 系数 的 符号 相同 时 ， 
多 项 式 的 系数 序列 的 变 号 数 与 导数 了 (2) 的 相同 ; 符号 相反 时 ,成 
多 一 个 。 

由 在 证 明和 开始 时 所 指出 的 事实 知 在 第 一 种 情形 下 yj(z) 与 
也 罗 ) 的 正 根 数 有 相同 的 奇人 性 ， 而 在 第 二 称 情 形 下 则 相反 。 但 直 
象 我 们 在 罗 和 尔 定理 中 记 见 到 的 ， 多 项 式 (如 果 它 的 一 切 根 都 是 实 
的 ) 的 正 根 数 与 它 的 导数 的 正 根 数 相等 或 者 多 一 个 ， 利 用 这 一 点 ， 
我 们 断言 在 第 一 种 情 带 下 7(z) 的 正 根 和 上 万 人 ) 的 一 样 多 , 而 在 第 
二 种 情形 下 就 多 一 个 。 由 归纳 假设 知 , 笛 卡 儿 定 则 对 3 产 (oa) 是 正 

1) 广 意 这 个 结论 对 7 (ay 的 根 中 有 复数 的 情形 仍然 正确 。 
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确 的 , 即 拓 (2) 的 正 根 数 等 于 它 的 系数 序列 的 变 号 数 , 因此 在 两 种 
情形 下 7(e) 的 正 根 数 等 于 系数 序列 的 变 号 数 ， 这 就 是 所 要 证 明 
的 . 

笛 卡 儿 定 则 的 第 二 部 分 的 建立 并 不 复杂 ， 但 我 们 不 再 在 此 给 
出 它 的 证 明 . 

注 1 第 卡 儿 定理 的 第 一 个 论断 是 特别 重要 的 ， 因 为 在 很 多 
的 实际 问题 中 明明 知道 所 得 到 的 方程 的 一 切 根 都 是 实 的 ， 在 这 由 
情况 下 能 够 很 快 地 知道 多 少 个 是 正 根 , 多 少 个 是 负 根 , 而 方程 有 多 
少 个 根 是 零 则 可 立刻 知道 . 

注 2 ”如果 在 所 考虑 的 多 项 式 中 令 z~yt+o， 式 中 4 是 一 个 
任意 给 定 的 数 , 即 写 出 多 项 式 了 (y+a), 那 末 这 个 多 项 式 的 正 概 
是 且 仅仅 是 由 给 定 的 多 项 式 j(z) 的 大 于 4 的 那些 根 z 所 得 到 的 ， 
所 以 一 切 根 都 是 实数 的 多 项 式 了 (om) 的 在 4 与 5(8>>a) 间 的 根 的 个 
数 等 于 多 项 式 jz+ 四 的 变 号 数 减 去 多 项 式 了 Ge 十 划 的 变 号 煞 ; 如 
果 7(e) 的 根 不 全 是 实数 , 那 林 可 以 证 明 它 等 于 这 个 差 或 者 比 这 个 
流 小 一 个 偶数 ， 这 就 是 所 谓 的 比 由 当 定 理 . 

斯 图 访 定 理 ”然而 笛 卡 儿 符号 定 则 以 及 比 由 当 定理 并 没有 给 
出 下 述 问题 的 答案 , 这 些 问题 是 : 一 个 给 定 的 实 系数 方程 是 不 是 有 
实 根 。 它 总 共有 多 少 个 实 根 , 并 且 在 给 定 的 限 4 与 5 之 间 它 有 多 
少 个 实 根 ， 在 两 个 多 世纪 的 时 间 内 ， 数 学 家 们 尝试 着 解决 这 些 问 
题 , 然而 毫 无 结果 , 在 这 个 方向 下 有 一 大 串 结果 , 它们 是 属于 笛 证 
几 、 和 牛顿、 比 由 当 、 西 尔 维 斯 特 尔 、 富 里 哀 及 其 他 数学 家 的 , 但 是 二 
到 1885 年 法 兰 西数 学 家 斯 图 资 提出 解决 这 三 个 问题 的 方法 以 前 ， 
化 们 甚至 连 第 一 个 问题 也 解决 不 了 . 

斯 图 庶 导 出 结论 的 方法 其 实 并 不 复杂 ， 但 它 毕 竟 是 长 久 以 来 
所 寻求 的 然而 却 没 找到 的 方 法 ， 斯 图 庶 本 人 很 幸运 地 解决 了 这 个 
对 实用 来 说 是 著名 的 并 且 非 常 重要 的 代数 问题 。 当 他 在 讲演 中 前 
述 到 自己 的 这 些 结果 时 ， 他 常 说 :“ 这 就 是 我 负担 了 它们 的 名 字 的 
那些 定理 .” 应 该 指出 斯 图 次 解决 这 些 问 题 并 非 偶然 ; 他 很 多 年 元 
在 思考 与 它们 相 邻 近 的 问题 。 
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设 / GO 是 -个 具有 实 系 数理 没 有 生根 的 多 项 式 b，f(z) 是 它 
的 导数 疡 (用 户 (z) 除 多 项 式 了 (2), 并 用 fo(z) 表示 由 这 个 除 
法 所 得 到 的 余 式 反 号 后 的 多 项 式 .然后 , 用 fa() 除 :(2)， 并 用 
户 人 的 表 余 式 反 号 后 的 多 项 式 , 等 等 ， 

能 够 证 明 在 所 作 的 序列 中 , 最 后 一 个 不 等 于 零 的 多 项 式 户 人 
是 一 个 常数 6. 

斯 图 次 定理 是 这 衬 的 如 果 c&<b 是 两 个 实数 ， 并 且 不 是 了 人 
的 根 , 那 末 将 sa 及 2 代入 多 项 式 

f (0), f(D, ~ (se 
中 , 我 们 得 到 两 串 实 数 
fla), Pa fi(0), o, (TD) 
GD f(D), 7, feb), © (UD) 
于 是 序列 (1) 的 变 号 数 大 于 或 等 于 序列 (IT) 的 变 号 数 , 而 这 两 个 变 
号 数 之 差 丛 愉 等 于 7 在 5 与 3 间 的 实 根 数 , 换 句 话说 , a 与 3 间 
的 实 根 数 等 于 序列 (DD 由 a 变 到 二 时 所 委 掉 的 变 号 数 . 

斯 图 庶 定 再 的 证 明 并 不 比 笛 卡 儿 定 理 的 证 明 末 难 ， 然 而 我 们 
不 丰 此 处 给 出 。 

斯 图 资 定理 给 出 了 计算 实 系数 多 项 式 在 实 轴 上 的 任何 区 间 内 
的 根 数 ,所 以 对 寺 任 一 给 定 的 多 项 式 , 应 用 斯 图 认定 理 足 可 以 查 消 
多 项 式 在 实 轴 上 的 根 的 分 布 的 详细 情形 , 特别 是 根 的 分 离 , 即 求 出 
一 组 区 间 , 使 得 每 一 区 则 中 只 含有 多 项 式 的 一 个 根 . 

在 很 多 应 用 中 ， 对 于 多 项 式 的 复 根 解决 类 似 的 疝 题 有 不 小 的 
意义 , 由 于 复数 不 能 用 直线 上 的 点 来 表示 , 而 能 用 平面 上 的 点 来 有 
未 ， 因 此 不 能 说 包含 在 “区间 ”里 的 复 根 ， 而 用 区 域 代替 区 间 来 考 
虑 , 即 考虑 用 这 种 或 那 种 所 分 出 的 平面 的 一 部 分 。 

因此 在 应 用 中 提出 下 列 关于 复 根 的 问题 








1) 原文 中 没有 了 (z) 没 有 生根 这 一 假定 ， 但 是 知 果 没 有 这 一 假定 ， 那 末 多 项 式 香 
了 了 (8), 万 全， 力 ( 相 ，… 中 最 后 -个 不 等 于 等 的 多 项 式 刻 (2) 便 不 是 常数 ,天 此 详 书 在 此 
添上 这 一 缆 定 ， 圣 于 在 这 一 假定 去 挤 的 情况 下 , 斯 图 次 定理 肖 然 正确 , 只 是 将 6 换 成 
万 地 村 了 .一 一 评 省 注 
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给 了 多 项 式 f(z) 及 复 平面 上 的 一 个 区 域 , 需要 知道 多 项 式 在 
这 个 区 域 里 的 根 的 个 数 . 
我 们 将 假定 区 域 是 由 一 封 团 的 国道 包 住 的 (图 7), 并 且 在 交 
域 的 国道 上 多 项 式 f(z) 没有 很. 
了 





踊 : 了 
设想 点 = 沿 区 域 围 道 的 正方 向 通过 一 次 ， 面 多 项 式 的 答 一 个 
值 也 能 用 平面 的 点 来 表示 , 当 * 连续 地 变动 时 多 项 式 7(z) 也 连续 
地 变动 ， 因 此 在 “ 绕 区 域 力道 一 国 时 ，7 (2) 就 描 出 一 条 封闭 的 曲 
线 , 根据 假设 知 f(z) 在 图 道上 的 任何 一 点 都 不 是 等 ， 所 以 这 条 曲 
线 不 通过 坐标 原点 (图 8) 
下 面 的 定理 便 是 上 面 所 提出 的 问题 的 答案 : 
辐 角 原理 ”多 项 式 f (2) 在 一 由 封闭 的 国道 O 包 住 的 区 域内 
的 根 数 等 于 当 # 沿 O 的 正方 向 通过 一 次 时 (2) 绕 坐 标 原点 的 图 
数 。 
为 了 证 明 这 个 定理 , 我们 将 f(z) 分 成 一 次 因子 的 乘积 
Ff) or ta te ton os—%) (2—23) (一 各) 
我 们 知道 若 于 个 复数 的 乘积 的 辑 角 等 于 因子 的 辐 角 的 和 ， 因 
此 
argf (2) ~arg aotarg(z—21) 十 amE (2—2) + +arg(2—%). 
我 们 用 4arg 了 (下 示 z 通过 转 道 0 时 f( 风 的 辐 角 的 增 直 . 
显然 4argjf(z) 是 2 的 一 个 售 数 ， 这 个 倍数 就 是 点 f(z) 绕 原 点 的 
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次 数 . 

显然 

dargj (2) 一 dargczo 十 4arg(z 一 2) 十 Jarg(z 一 为) 
十 … 十 darg(z 一 2)。 

因为 me 是 一 个 常数 ，4argao 一 0 又 ?一 为 可 以 用 点 镁 到 点 
z 的 向 量 来 表示 。 候 设立 位 于 区 域 的 内 部 , 从 几何 来 看 , 当 点 < 通 
过 0 时 ,向 量 z 一 入 以 入 为 原点 绕 一 整 周 (图 9), 因 此 4arg (2 一 5) 
“2w， 现 在 假设 点 力 位 于 区 域 之 外 ， 在 这 种 情形 下 ， 向 量 在 移 弛 
后 回 到 原来 的 位 置 ， 但 并 没有 绕 原 点 一 周 , 因此 4arg (? 一 za) 一 0， 
用 这 样 的 方法 可 以 考察 一 切 根 .因此 4argy(z) 等 于 2 乘 以 
了 Ge) 的 位 于 区 域内 部 的 根 数 ， 故 f(z) 的 位 于 区 域内 部 的 根 数 等 十 
点 了 (2) 绕 原 点 的 次 数 , 这 就 是 所 要 证 明 的 . 


SS 


了 WW ~ 


a 
闻 9 图 10 

以 上 所 证 旨 的 定理 给 出 了 解决 所 提出 的 问题 的 每 一 特殊 情形 
的 方法 , 就 是 说 要 精确 地 画 出 点 7(z) 所 找 出 的 曲线 ， 为 了 这 一 点 ， 
必须 在 围 道 O 上 取 一 组 相当 秽 密 的 点 ,计算 出 与 它们 相应 的 
了 (9 的 值 ， 并 且 用 连续 的 曲线 把 它们 联结 起 来 ， 然 而 在 某 些 情况 
下 , 可 能 不 必 进 行 这 些 令 人 厌 俊 的 计算 , 我 们 举 出 一 个 数字 作为 例 
子 来 说 明 这 一 点 。 

例 求 出 多 项 式 fa) = 开 +62 一 2 在 以 一 为 半径 以 原点 为 
心 的 加 内 的 根 数 . 

在 所 给 出 的 四周 |z| =1 上 ， 移 成 多 项 式 /3 的 三 项 之 中 有 一 
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项 ( 印 59) 的 绝对 信 大 于 其 余 各 项 的 绝对 值 。 事实 上 1521 一 5, 而 
| 吧 一 ?| 到 || 寺 +2 一 3 这 秒 情 况 使 我 们 能 象 下 面 那 样 来 讨论 ， 我 
们 以 @ 表 寞 +529 一 2, 以 加 表 523, 以 入 表 到 一 2， 当 4 锐 单位 
加 一周 时 , Ni1= 52 就 绕 行 半径 是 5 的 圆周 两 次 , 这 是 因 |N1| 一 5, 
arg WN1 一 2argz， 而 点 w 与 入 : 是 由 一 个 长 度 不 超过 | 六 als3 的 
向 量 “ 联 系 ” 着 , 即 点 ww 到 点 Na 的 距离 总 是 小 于 点 1 到 坐标 原点 
的 距离 ， 

央 此 ， 不 论点 也 怎样 绕 着 入 “ 转 ”( 图 10)， 它 都 不 能 “独立 ” 
地 绕 原 点 转 , 于 是 它 绕 原点 的 次 数 与 点 Ti 绕 原 点 的 次 数 一 样 ， 妈 
绕 原 点 两 次 ， 因 此 7 (z) 在 所 考虑 的 区 域内 的 根 数 是 2. 

古 尔 维 获 问 题 ”在 力学 中 , 即 在 气动 理论 及 调节 理论 中 , 鉴别 
给 定 的 多 项 式 太一 co 十 azi 十 … 十 an ( 实 系数 ) 是 否 一 切 根 都 
具有 负 的 实数 部 分 是 很 重要 的 ， 即 是 否 一 切 根 在 虚 轴 的 左 半 平 而 
此 






解决 这 个 问题 的 一 个 判别 条 件 很 容易 由 辐 角 原理 导出 的 一 个 
想法 得 到 . 

我 们 设 wo>0. 

设 点 = 沿 虚 轴 从 上 到 下 地 变动 ， 即 设 ?一 芭 ， 并 且 2% 用 + 
变 到 -ce( 图 11)， 则 7(2z) 描绘 出 其 一 有 无 穷 远 端 点 的 曲线 ， 力 
了 研究 时 技巧 上 更 方便 些 , 我 们 将 这 一 条 曲线 与 函数 

六 全 一 全 

00" — a a + i 十 …) 
=p(W) -WY) 
所 描绘 的 曲线 紧密 地 联系 起 来 , 在 上 式 中 
9 (0) 一 co ay- 
PO 一 ao 一 aa 二 

因为 argi 一 吾 ， 于 是 arg 轧 从 一 一 写 十 argy GD)， 因 而 了) 
与 方 人 的 辐 角 的 增 量 相同 . 

我 们 来 计算 当 z 从 上 到 下 通过 虚 轴 时 点 1(2) 的 辐 角 的 增 量 . 
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设 J G) 一 ao(z 一 3) (2 一 3)… (2 一 ao)， 

则 
nrgf1(2) =arg(af") +arg(z—m) +arg(s—7) 
+ targ(s—o). 

从 几何 来 看 , 显然 当 思 在 右 半 平 面 时 arg(z 一 s) 的 增 量 等 于 当 
儿 在 左 半 平面 时 arg(z 一 3) 
的 增 基 等 于 一 (图 :1)， 

所 以 户 (2) 的 辐 角 的 增 
量 等 于 m(CYi 一 六 2), 式 中 Na 
是 j(?) 在 右 半 平 面 上 的 根 
数 , 入 ,是 在 左 半 平面 上 的 
根 数 。 因 此 使 得 一 切 在 左 半 
平面 上 的 必要 与 充分 条 件 是 
点 有:() 的 辐 久 的 增 量 等 于 卫生 
一 mb 即 点 4(2) 沿 着 时 针 方 向 绕 坐 标 原点 转 " 个 半 轿 (图 13). 

我 们 注意 当 y 是 
(9) 的 根 时 ,点 C2) 
一 g(y) 一 六 (9) 与 媚 
轴 相 交 , 当 y 是 由 () 
的 根 时 , 与 实 轴 相 交 ， 
由 于 p(y) 的 实 根 数 
不 多 于 由) 的 实 

Ri 根 数 不 多 于 mn 一 1， 从 

几何 上 来 看 , 很 容易 确信 f4(2) 能 够 沿 着 时 针 方向 转 n 个 半 圈 当 且 
仅 当 曲线 从 第 四 象限 开始 然后 恢 次 与 虚 轴 的 负 的 部 分 ， 实 轴 的 负 
的 部 分 , 虚 示 的 正 的 部 分 , 实 轴 的 正 的 部 分 等 等 相交 , 并 且 与 虚 轴 
的 交点 (每 一 个 半 轿 上 恰 有 一 点 ) 总 数 等 于 % 而 与 实 轴 的 交点 数 
等 于 n 一 1( 比 半 图 的 个 数 少 示 ， 所 以 系数 os 应 该 是 正 的 , 而 多 项 
式 g(y) 及 由 (9) 的 根 应 该 都 是 实 的 并 且 互 相间 隔 ， 所 谓 互相 同 昭 
的 意思 是 如 果 锡 >%>…> 加 是 9G) 的 根 , 芳 且 按 递 降 的 顺序 排 
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列 ， 而 巩 >79>…>>Tn-1 是 由 (9) 的 根 ， 那 末 轨 > 四 >>%>>72 
>Yys1> m1> Yn. 

总 之 实 系数 多 项 式 (2) 一 aoz" 十 zz 十 … 十 am， ae>0 的 一 切 
根 位 于 左 半 平面 的 充 权 条件 是 系数 oa 是 正 的 ， 并 且 多 项 式 p() 
一 0ol 一 02 十 44 一 … 及 别人) 一 as 一 一 ad 十 … 的 根 祁 中 
实 的 且 互 相间 隔 。 

这 个 条 件 与 著名 的 古 尔 维 茨 条 件 等 价 ,就 是 说 行列 式 
本。 qo ai … aa 
四 














Can -1 Gana CFan-8 “An 
都 是 正 的 ， 其 中 足 码 小 于 举 或 大 于 ”的 a4 部 是 零 ( 关 于 此 类 行列 
式 可 参看 第 三 卷 第 十 六 章 $ 3)， 


85， 根 的 近似 计算 法 


拓 图 资方 法 结合 着 界限 的 应 用 使 我 们 可 以 进行 实 系数 多 项 式 
的 实 根 的 “分 离 ”， 邑 对 于 每 一 这 样 的 根 ， 能够 指出 界限 4 及 5 米 ， 
而 在 它们 之 间 仅 有 一 个 实 根 。 撞 下 的 事 就 是 要 指出 适当 的 方法 能 
在 线段 <<b 上 找 出 数 ar<as<ae<… 及 让 >B>ApBo>…， 而 他 
们 是 很 快 地 愈 洲 愈 与 所 求 的 根 接近 , 并 且 前 者 是 它 的 不 足 近 似 值 ， 
而 后 者 是 过 剩 近似 值 。 两 个 近似 值 cx 及 局 中 的 每 一 个 与 所 求 以 
% 之 差 显 然 小 于 它们 的 整 Br 一 ese， 这 是 因为 所 求 的 根 是 在 它们 之 
问 。 于 是 如 果 讨 论 这 些 近似 值 , 显然 误差 起 小 于 它 的 . 

多 项 式 的 图 象 ” 假 设 给 定 实 系数 "次 多 项 式 是 

f (8) ~—avr ta ++ oan-10 + dn, 

我 们 米 讨论 在 直角 坐标 中 表示 方程 y==f 2) 的 曲线 ， 即 这 个 多 项 
式 的 图 象 . 这 条 巾 线 有 时 叫做 4 阶 抛物 线 ， 首 先 ， 对 于 任 一 实 的 
x， 脂 然 有 -一 个 且 仅 有 一 个 确定 的 实数 y=f (2), 所 以 了 的 图 象 问 
左右 延伸 至 任意 远 的 地 方 , 此 外 了 (®) 及 f(z) 随 % 的 连 站 变 化 而 


3. 


连 法 变化 , 邓 没 有 跳跃 ,所 以 了 的 图 象 是 光滑 的 曲线 .对 于 绝对 值 
充分 大 的 2 来 说 ,第 一 项 coxr 的 绝对 值 大 于 其 余 一 切 项 的 和 的 绝 
对 值 ， 因 为 它们 都 具有 较 低 的 次 数 、 由 此 推出 ， 如 果 是 偶数 让 
ao>0, 那 末 才 的 图 象 就 向 左右 方 的 高 处 无 限 伸展 (如 ao<0, 就 向 
低 处 ); 如 果 n 是 奇数 而 >0， 那 末 它 就 向 右 方 高 处 无 限 伸 服 ,而 
间 左 方 低 处 伸展 (如 果 ce<0， 则 反 过 来 ). 

了 的 图 象 与 02 轴 的 交点 ， 即 使 得 % 一 7(c) 一 0 的 点 是 对 应 于 
方程 J(z) =0 的 实 根 ; 它们 的 个 数 不 大 于 mn， 在 图 象 y~f (zc) 的 机 
大 值 与 极 小 值 处 ， 导数 了 "(4) 一 0， 因 此 极 大 值 与 极 小 值 的 总 数 不 
大 于 % 一 1， 如 果 在 某 一 段 里 .六 (zc) >>0， 那 末 在 这 里 一 阶 导 数 是 
上 升 的 , 即 图 象 本 身 是 向 上 四 的 ; 如果”(z) 一 0， 那 末 它 就 向 下 四 
了 ,如 果 已 经 知道 了 '(%) ~0 的 某 一 根 是 复 的 ，j 的 图 象 的 极 大 值 
和 极 小 值 的 个 数 就 小 于 n 一 1. 

我 们 可 以 举 多 项 式 

Je) = 中-3z+I( 图 13)， 
(Go) 一 用 一 吧 一 4 十 各 十 1 图 J4) 
的 图 象 作为 例子 。 
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由 13 图 了 4 
作出 多 项 式 的 周 象 后 , 很 容易 找到 它 的 根 的 近似 值 。 因为 根 
就 是 图 象 与 Oz 鸳 的 安 点 的 横 坐 奈 , 
04。 


盈亏 法 ”将 任何 一 个 用 理 整数 (例如 3) 代 入 多 项 式 jo)， 然 
后 代入 4, 5, 6, …。 如 果 妇 5, 6 代入 后 所 得 结果 与 代入 3 的 结 
朵 同 号 ， 而 代入 7 后 反 号 , 敢 末 显然 在 6 与 ?之 间 至 少 有 (2) 的 
一 -个 根 ， 现在 我 们 代入 6; 6.1; 6.2; …， 于 是 找到 两 个 相 邻 的 
数 ,例如 6.4 及 6.5, 它们 代入 后 给 出 了 不 同 的 符号 ， 我 们 就 知道 
在 它们 之 间 至 少 有 一 根 。 进一步 以 6.4 6.44 6.42; 6.43; … 代 
入 并 且 仍然 求 出 最 靠近 根 的 界 ,例如 是 6.42 及 6. 如 等 等 。 这 个 
方法 就 叫做 “ 盈 导 法 ”， 在 对 每 一 计算 步骤 加 上 适当 的 多 项 式 变 控 
后 , 这 个 方法 还 可 以 大 大 简化 ,使 得 除开 第 一 步 的 每 一 步 双 都 不 代 
入 分 数 而 代入 整数 ， 并且 仅 代入 整数 1，2, 3,…, 9， 但 我 们 不 个 
留 在 这 些 简化 上 面 . 

切线 方法 和 弦 方 法 ”切线 方法 就 是 所 谓 的 牛顿 法 ， 弦 方 汰 许 
是 直线 插入 法 ， 也 叫做 骆 位 法 (regula falsi)。 我 们 或 者 单独 地 例 
用 ,或 者 为 了 估计 误差 而 合 起 来 使 用 ,假设 << 并 且 在 4 与 5 之 
间 仅 有 多 项 式 je) 的 一 个 实 根 [J (2) 与 了 7G) 反 号 ]， 此 外 二 阶 导 
数 /”(zw) 在 4 与 5 之 间 处 处 都 具有 相同 的 符号 ， 在 这 种 情形 下， 
了 的 图 象 在 2~a 及 w~b 之 同 的 一 部 分 是 四 种 形式 之 一 (图 15)， 

在 情形 工 及 情形 工 之 下 ， 图 象 上 具有 横 坐 标 4 的 点 的 切线 
与 Oz 轴 相 交 于 具 横 坐 标 mm 的 点 ， 它 位 于 所 求 的 根 与 4 之 闻 . 求 
出 横 坐 标 ma 并 且 进 一 步 考 察 图 象 上 具有 横 举 标 a 的 点 的 切线 ， 
我 们 可 类 似 地 找到 点 ma， 它 位 于 点 m 与 根 之 间 ; 更 进一步 可 类 似 
地 求 os 等 等 , 这 样 将 得 到 很 好 的 不 足 近似 值 ， 由 图 上 可 以 看 出 这 
些 值 很 快 地 接近 于 所 求 的 根 。 

在 情形 I 及 1V 之 下 , 应 该 反 过 来 从 横 坐 标 ? 开始 , 则 得 到 
点 Bi， Ba, Bs, …， 即 一 些 很 好 的 过 剩 近 似 值 。 至 于 四 种 情形 中 
圣 一 种 会 发 生 , 按照 je)， (8) 及 f(a), a<e<b 的 符号 是 很 容 
易 断 定 的 ， 

医 为 曲线 y~ 了 (2) 上 具有 机 坐标 a 的 点 的 切线 的 方程 是 

yf (0) =f (a) (0—a), 

于 是 它 与 Oz 轴 的 交点 的 横 坐 标 or 由 等 式 
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图 15 
0—f(a) =—f"(a) (o 一 0) 
( 
得 到 , 就 是 说 ac 
sig 
进一步 ， oa 一 oa 区 oa 一 号 ey 
等 等 


类 似 地 ， 
本 
用 -人 -有 -Bs 了 的 
等 等 . 


这 就 是 牛顿 法 ?. 


1) 从 这 些 公式 也 可 以 给 出 上 而 由 图 形 观 泰 而 得 到 的 两 个 结论 的 严格 证 明 , 因为 
当 ) 增 大 时 ,au (类 似 地 对 于 pw) 是 单调 地 变化 着 ， 例 如 在 情形 工 中 ,ao 是 递增 并 且 有 
站 的 ， 册 向 尔 渐 特 拉 斯 引 理 知 ，ce 趋 近 于 极限 es, 将 这 个 公式 中 的 on 出 上 代 人 后 就 号 


到 ae 一 和 由 此 加 Je) -0 即 = 是 多 项 式 7 的 全 
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直线 插入 法 或 者 是 虚 位 法 有 如 下 述 ， 通 过 两 个 给 定点 的 荡 的 
方程 和 通过 两 点 的 直线 的 方程 一 样 ,有 如 下 的 形式 : 
w-0o__ yf(a) 
Ba J -fa 
充 它 与 Oz 辆 的 交点 的 横 坐 标 7: 是 由 方程 


一 好 0 一 Fo) 
5 到 D 一 Fo 
得 到 的 , 就 是 说 


y= -of (a) a f(b)—Bf (a) 
J 0) —f (a) fA6) -f(a) “ 
将 它 算 作 情 形 工 及 I 的 新 的 5, 而 算 作 情 形 IIT 及 IY 的 新 的 “以 
后 , 我 们 对 情形 工 及 工 就 得 到 


~ 0 -yf a _ af 一 ?af(a) 
"SS "SE 
等 等 


在 情形 ] 了 I 及 IV 之 下 , 我们 将 Yi 当 作 新 的 a, 就 得 到 


fb) -bf ys) — Yaf(b) -bf (Ys) 
PD 7 








等 等 . 

这 两 个 方法 结合 起 来 用 是 很 重要 的 ， 因 为 (如 图 中 所 见 他 们 
可 以 用 来 入 计 近 似 信 的 误差 , 显然 , 误差 不 会 超过 这 两 种 近似 值 的 
涛 , 这 是 由 于 所 求 的 根 在 它们 之 间 . 

注意 ”很 值得 注意 的 是 : (zw) 是 多 项 式 而 不 是 = 的 其 他 任何 
函数 这 一 情况 无 论 在 牛顿 法 或 直线 插入 法 中 都 不 起 任何 作用 ， 邵 
这 两 个 方法 以 及 它们 的 结合 对 于 一 切 适 合 上 述 条 件 的 超越 方程 都 
能 采用 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 方法 ”现今 最 通行 的 计算 根 ( 特 别 是 复 根 ) 的 方 
法 之 一 是 罗 巴 切 夫 斯 基 在 他 1834 年 发 表 的 < 代数 ?一 书 中 提出 的 
方法 ?5， 这 个 方法 的 基本 想法 伯 努 利 还 提出 过 . 

首先 我 们 指出 : 如 果 给 定 了 一 个 多 项 式 , 它 的 根 是 mu， ea, …， 

1) 这 个 方法 是 击 唐 代 仓 (1826)、 罗 巴 切 夫 斯 其 (1854) 及 阁 置 非 (1837) 独 立地 浊 
启 的 。 
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zw 那 末 容易 写 出 一 个 以 过 寿 …, 到 为 根 的 多 项 式 ， 即 写 沁 以 
给 定 的 多 项 式 的 根 的 平方 为 根 的 多 项 式 , 事实 上 , 如 果 mm 22，……， 
zr 是 多 项 式 
"+ a0 +a +a 
的 根 , 那 末 它 等 于 
(一 oa) (z 一 9)… (2 一 on); 
而 多 项 式 Lata ih 
的 根 是 给 定 的 多 项 式 的 根 的 负数 ， 它 等 于 
(十 oa) (w+22) "(vi+ Ln), 
因此 这 两 个 多 项 式 的 萄 积 是 
(人 一) (一 
因而 只 包含 = 的 由 次 客 项 , 如 果 在 它 里 面 令 =y， 闭 末 就 得 到 
的 n 次 多 项 式 
thy by + be, 
它 等 于 人 一 邓 ) 一 邓 )…( 人 一 喇 )， 
即 它 的 根 是 邑 ， 忠 ，…, 到， 我 们 现在 用 列表 方法 将 多 项 式 
各 十 Close 十 Ga0n -9 十 … 十 Ga 
与 多 项 式 lo 一 … 士 中 
相 乘 而 求 出 系数 WW， 我 们 前 一 条 线 ,在 线 上 的 一 行 顺 次 写 下 工 
Qs aa …， aui 再 在 线 下 面 对 准 每 一 系数 ax 先 写 下 它 的 平方 局, 
共 次 写 出 它 的 相 邻 两 系数 的 乘积 的 负 二 售 
一 2ax-aax+ty 
然后 写 出 对 于 ow 对 称 的 两 系数 ee-w axis 的 乘积 的 正二 售 
+ 2a8 -s+9, 
这 样 依次 写 出 对 于 ax 对 称 的 系数 对 的 乘积 的 二 倍 , 而 符号 是 正 负 
相间 ,直到 有 一 边 已 没有 系数 为 止 , 然后 在 a co， au …， cm 下 站 
的 各 行 的 数 前 面 依次 加 上 符号 一 ， 士 ， 一 ，… 士 ， 于 是 系数 b% 就 
是 写 在 线 下 的 相应 一 行 的 数 的 和 . 
在 得 到 以 二 5 5s,…, Bs 为 系数 且 其 根 为 号, 到 人 的 
多 项 式 后 ,我 们 回 样 可 以 得 到 以 多 项 式 
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ib +b + be, 
的 根 的 平方 ( 即 叶 , 哎 ,…, 4) 为 根 的 多 项 式 ， 它 的 系数 是 1 61， 
ca … ca， 类似 地 可 以 进一步 得 到 以 1, Gi, qs, …, as 为 系数 而 
其 根 为 中, 吗 …, 吕 的 多 项 式 , 然后 得 到 以 吧 "， 吗 ，…， 吧 为 根 
的 多 项 式 等 等 . 
为 了 简单 起 见 ， 我 们 只 就 方程 的 根 全 是 实数 且 其 绝对 值 都 个 
相同 的 铺 形 来 考察 罗 巴 切 夫 斯 基 方法 的 基本 想法 ， 设 
lm | >|s|>……>|e,l, 
即 za 是 绝对 值 最 大 的 根 , 四 的 绝对 值 其 次 , 等 等 , 设 入 是 充分 六 
的 正 整数 ,而 多 项 式 
开 " 十 41 下 "1 十 4 于 "十 … 十 4 
的 根 是 给 定 的 多 项 式 的 根 zz, 和，…, ma 的 访 次 方 , 即 
一 自 一 他 十 中 十 … 十 喧 ， 
dss + ood + + oN, 
4+4,.=aede. 
于 是 当 允 充分 大 时 ， 在 数 串 | 喧 |，| 只 | …，| 吕 | 中 ， 每 一 个 后 面 
的 数 较 之 前 面 的 数 是 这 样 的 小 ， 以 致 在 考虑 4u 4 …,， 如 的 式 
子 时 , 可 以 只 留 下 第 一 项 , 而 其 余 各 项 的 和 按 比 值 来 讲 可 以 忽略 不 
计 , 于 是 我 们 得 到 近似 公式 
时 二 一 4 对 中 二 4 
一 4 二 4 
将 它们 成 对 地 逐 项 相 除 后 开 * 次 方 ， 于 是 对 于 就 得 到 下 列 诸 


公式 : 








1 La 
Ny 4 区 更 
m= A -VV- 刍 ， 有 一 多 一 也 oy, 
"fo 
NPY = 





能 够 证 明 : 在 计算 了 足够 多 次 以 后 , 得 到 的 多 项 式 的 系数 在 依次 加 
上 符号 十， 一， 十 ， 一, 后 , 就 足够 地 近似 于 前 一 多 项 式 的 对 应 


，3190， 


的 系数 的 平方 . 
男 巴 切 夫 斯 其 方法 的 详细 阐述 可 以 在 克 雷 洛 夫 喀 士 的 著名 车 
作 * 近 似 计 算 讲义 ?中 找到 . 
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